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der 
organischer Flüssigkeiten _ 
bei verhältnismäßig langen Wellen*) 
Von P. Mehler 


(Mit 12 Abbildungen) 


Übersicht: I. Einleitung und Problemstellung. — II. Die MeBmethode. — 

III. Die Meßapparatur. — IV. Kontroll- und Eichmessungen. — V. Die polaren 

_ Substanzen. — VI. MeBergebnisse. — VII. Diskussion der MeBergebnisse. — 
I. Einleitung und Problemstellung 

Untersuchungen des dielektrischen Verhaltens polarer ‚Substanzen 


. bezwecken, Aufschlüsse über den molekularen Aufbau der Materie — 
‘ Molekelvolumen, Molekelform, molekularer Reibungskoeffizient und 


charakteristische Daten der Struktur von Flüssigkeiten — zu ermitteln 


und zwar unter Zugrundelegung der Debyeschen Dipoltheorie'). 
Diese Theorie ergibt für die Frequenzabhängigkeit der meBbaren, 
reellen Dielektrizitätskonstanten (DK.) polarer a ad folgende 
Dispersionsformel: 


(Ia) 
(1b) 


Ein Anwachsen der Kreisfrequenz » ven 0 bis oo führt danach 
zu einer Abnahme der DK. vom statischen Werte «, auf den Wert «,, 
der mit dem Quadrate des optischen Brechungsindex identisch ist. 
Der Übergang vollzieht sich in einem Frequenzgebiet, in dem 2 
den Wert 1 annimmt, oder größenordnungsmäßig or = I wird. 
- Der Parameter r erhält ‘die Deutung einer Relaxationszeit, d. h. jenes 

Zeitintervalls, in dem eine Orientierung der Dipole nach Aufhören 
der Ausrichtungsursache infolge der Brownschen Bewegung auf 
den e-ten Teil absinkt; außerdem wird r mit molekularen und inter- 
molekularen Größen in Beziehung Formel: 
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7, = makroskopische Zahigkeit, 
ER a = Molekülradius, 
a T = absolute Temperatur, 
k = Boltzmannsche Konstante. 


Hierbei wird in Annäherung angenommen, daß der Reibungswiderstand, 
den ein Molekül erfährt, durch die makroskopisch bestimmbare Rei- 
bungskonstante »;gemessen wird, und daß die Stokes schen Reibungs- 
gesetze bis in molekulare Dimensionen gültig bleiben. Das Molekül 
selbst wird fernerhin als starre Kugel von definiertem Radius a mit einer 
einzigen Relaxationszeit z vorausgesetzt. F. Perrin?) erweiterte diese 
Vorstellung, indem er ein Ellipsoidmodell zugrunde legte und daraus 
folgerte, daß mehrere, diskrete Relaxationszeiten auftreten können. 
Auch die innore Starrheit des Moleküls ist nur ein postulierter Ideal- 
fall; in Wirklichkeit kénnen noch innere Freiheitsgrade vorliegen, 
z. B. Schwingungen gréBerer Atomgruppen innerhalb des Molekiils. 
Je nach den Einzeldipolmomenten dieser Gruppen können solche 
meist stark temperaturabhängigen Erscheinungen den DK.-Verlauf 
wesentlich beeinflussen. 

Die Berechnung der DK. aus dem Dipolmoment stützt sich 
ausdrücklich auf den Clausius-Mosottischen Ansatz, der die Ein- 
wirkung der Nachbarmoleküle auf einen Dipol vernachlässigt. Diese 
Bedingung ist erfüllt für Dipolgase, für polare Flüssigkeiten dagegen 
nur, wenn die Dipole in geringer Konzentration einem apolaren 
Lösungsmittel eingebettet werden. Für die Einbeziehung der As- 
soziationserscheinungen hat sich neben Versuchen von H. A. Lorentz?) 
und J. Malsch®), die das innere Feld am Orte des Dipols theoretisch 
zu erfassen suchen, der Ansatz von P.Debye?) auf den verschiedensten 
Gebieten bewährt, wonach der Dipol an eine bestimmte räumliche, 
durch die Umgebung festgelegte Vorzugsrichtung gekoppelt ist. In 
der theoretischen Anwendung dieser Vorstellung auf Dispersion und 
Relaxation finden P. Debye und W. Ramm®), daß eine Steigerung 
der Nachbarwirkung sowohl zu einer Aufspaltung der Relaxationszeiten 
wie auch zu einer Verschiebung des Dispersionsgebietes nach höheren 
Frequenzen führen kann. 

Um eine möglichst systematische experimentelle Untersuchung 
zu gewährleisten, sind bereits in früheren Untersuchungen folgende 
Richtlinien festgelegt worden*): erstens nur mit verdünnten Lösungen 
zu arbeiten, denn das Auftreten zwischenmolekularer Kräfte erschwert 
das Problem; 
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möglichst einfachen Molekülen auszuführen, da bei komplizierten 
Molekülen Rückschlüsse aus dem Verhalten im Hochfrequenzfelde 
vorerst noch nicht eindeutig sind; drittens bei möglichst dicht über 
den gesamten Frequenzbereich verteilten Stellen zu messen, damit 
tatsächlich die DK. in ihrer Frequenzabhängigkeit direkt ermittelt wird. 

Nach diesen Gesichtspunkten wurde bereits eine Reihe polarer 
Substanzen mit nur einer Nitrogruppe von E. Plötze’) bei einer 


E. Wellenlänge A=60 cm und von R. Odenwald?) bei A=15 cm 


untersucht. Die vorliegende Arbeit bezweckt, diese Messungen nach 
längeren Wellen hin fortzusetzen. Als Meßwellenlängen wurden 
4,= 15 m, 4,=60m und 2,= 109 m gewählt. Spezielles Ziel ist 


es, festzustellen, ob das für diese Substanzen bereits nachgewiesene 


Dispersionsgebiet das einzige ist, oder ob die DK.-Abnahme in 
mehreren Stufen erfolgt und ob sich in letzterem Falle nähere Aus- 
sagen machen lassen über die einzelnen Systeme, welche diese Sprung- 


stellen ursächlich bedingen. 


I. Die Meßmethode 
Für dielektrische Untersuchungen stehen eine indirekte Ab- 


__ sorptions-, eine direkte Dispersionsmethode und eine „optische“ 
Methode zur Verfügung. 


Am häufigsten wird z. Zt. die thermische oder Absorptions- 
methode benutzt. Da die Reibungsdispersion mit einer Energie- 
absorption verbunden ist, muß sich eine Dipolflüssigkeit im Hoch- 
frequenzfelde erwärmen. Aus der im Meßkondensator entwickelten 
Wärmemenge läßt sich die Dipolleitfähigkeit 4x und daraus die sog. 
Sprungwellenlänge 4, berechnen, bei der die DK. auf das arithmeti- 


= sche Mittel zwischen statischem und optischem Werte abgesunken ist. 


Hierbei darf die Meßwellenlänge 4 erheblich größer sein als 
das gesuchte 2,, und damit schwinden die meßtechnischen Schwierig- 
keiten des Kurz- und Ultrakurzwellengebietes. Diese Extrapolation 


_ schließt aber andererseits den’Nachteil in sich, daß über Abweichungen 


von der durch vereinfachte Voraussetzungen festgelegten theoretischen 


Dispersionskurve summarisch hinweggemessen wird. Außerdem muß 
diese Methode zur Erzielung von meßbaren Erwärmungen notwendig 
Lösungen hoher Konzentration oder sogar unverdünnte Dipolflüssig- 
_ keiten verwenden, und damit fallen die Voraussetzungen des Clausius- 
Mosottischen Ansatzes. 

a Die optische Methode wurde von A. Esau und G. Baz®) speziell 
für das Gebiet der kürzesten elektromagnetischen Schwingungen 
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entwickelt, in welchem die übrigen Methoden äußerst schwierig werden. 
Experimentell bestimmt wird das Absorptions- und Reflexionsvermégen 
der untersuchten Substanz, woraus die optische Brechzahl errechnet 
wird. Um hinreichend meBbare Effekte zu erhalten, sind auch hier 
vorläufig noch hohe Konzentrationen erforderlich. 

Um quantitativ den Verlauf einer Dispersionskurve ohne pro- 
blematische Extrapolationen exakt zu bestimmen, und hauptsächlich 
um mit verdünnten Lösungen unter Ausschluß der komplizierenden 
Assoziationsverhältnisse arbeiten zu können, bleibt das Verfahren 
der direkten DK.-Bestimmung in Abhängigkeit von der Frequenz 
nach einer der bekannten Resonanzmethoden. Dabei können Kapazität 
und Selbstinduktion stetig über das ganze Resonanzsystem verteilt 
sein (Drudesche Paralleldrahtmethoden) oder in eigenen Schaltungs- 
elementen lokalisiert sein (Resonanzmethoden in engerem Sinne), — 
Die Dispersionserscheinung, für die nach Formel (1) das Produkt wr 
maßgebend ist, läßt sich statt durch die experimentell langwierige 
Frequenzvariation auch durch Temperaturänderung bei konstanter 
Frequenz herbeiführen, da + nach Formel (2) stark temperatur- 
abhängig ist, und zwar einmal direkt mit 1/T und ferner vor allem 
wegen der beträchtlichen temperaturbedingten Änderung der mole- 
kularen Reibung 1. 

Der vorliegenden Problemstellung entspricht einzig die direkte 
DK.-Bestimmung an möglichst vielen, über das ganze Frequenzgebiet 
verteilten Stellen mit jeweiliger Temperaturvariation. Dabei kommt 
für längere Wellen nur das von den Parallelärahtmethoden prinzipiell 
abweichende Resonanzverfahren im engeren Sinne in Betracht. — 
Die von E. Plötze”’) für die II. Drudesche Methode entwickelten 
meßtechnischen Verbesserungen konnten auch auf dieses Verfahren 
übertragen werden. So erfolgte auch hier die Verstimmung des 
Resonanzsystems hydraulisch, ebenso wurden die Resonanzkurven mit 
einem Röhrenindikator aufgenommen und photographisch registriert, 
wodurch eine konstante und objektiv gesicherte Auswertung gewähr- 
leistet und die genügend rasche Durchführbarkeit einer geschlossenen 
Meßreihe ermöglicht wurde. — Ähnlich wie die zweite Drudesche 
Methode ist auch dieses Verfahren kein absolutes, sondern erfordert 
eine Eichung. 

TIL. Die Meßapparatur 


‘Die Hauptbestandteile der MeBapparatur sind der ' Ossillator, der Indikator 
und das Resonanzsystem einschließlich des Flüssigk Bkondensators. Ent- 
sprechend den gewünschten Meßwellenlängen sind die Schaltelemente für eine 
15 m und für eine 60—109 m-Anordnung abgeglichen. 
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a) Der Oszillator: Benutzt wurde ein Spezialeingitterrohr mit Wolfram- 
glühkathode in induktiver Dreipunktschaltung. Der Schwingbereich des 
Senders erstreckt sich von 9,5—40 m bzw. von 60—109 m. Gemessen wurde 
bei 4, = 15,1 m (19,85 + 0,05 MHz), bei A, = 60,0 m (5000 + 5kHz) und endlich 
bei 4, = 108,7 m (2760 + 5 kHz). 
b) Der Indikator*): Der Resonanznachweis geschah mittels einer auch 
auf das Hochfrequenzgebiet anwendbaren Röhrenbrücke, bestehend aus zwei 
Blektrometerröhren (Type Osram T 113) und zwei festen Widerständen. In der 
Brücke liegt ein Deubnersches Schleifengalvanometer mit einer Strom- bzw. 
 Spannungsempfindlichkeit von 10”? Amp./Skt. bzw. 10” Volt/Skt. und einer 
Einstellzeit von 0,1 sec. Die Schleife wird auf einer Photoplatte abgebildet, 
die sich entsprechend der Verstimmung des Resonanzsystems bewegt. 


zu (a): 
5 = Oszillator 
= Indikator 

é = variabler Zylinderkond. 
= Flissigkeitskond. 
B, = Abstimmbriicke 


zu (b): 


C, = Zylinderkond. (Innen- 
zylinder mit Hg-Kon- 


taktrohr) 

2 = Führungsschlitten 

= Öldruckzylinder 

Ventile 
Bl = Blende mit Registrier- 
spalt 
P= Photoplatte 


Abb. 1. Die Meßapparatur (schematisch). 
a) Resonanzsystem. b) Veränderlicher Zylinderkond. mit Registriervorrichtung 


Be e) Das Resonanzsystem (vgl. Abb. 1a): Bei der 15 m-Anordnung besteht 
Bi der Resonanskreis aus einem Zylinderkondensator (lichte Weite des AuBen- 
__ gylinders : 36 mm; Durchmesser des Innenzylinders : 20 mm; gemeinsame 
Höhe: 120 mm) und einem Drahtrechteck als Selbstinduktion. Die gleichmäßige 
und mechanisch erschütterungsfreie Verschiebung des Innenzylinders erfolgt 
hydraulisch durch einen Öldruckzylinder und einen damit gekoppelten Führungs- 
We: schlitten, dessen Anschlagsmarken einen exakt definierten Verschiebungsweg 
von 88,7 mm bedingen (vgl. Abb. 1b). Der Läufer des Schlittens trägt den 
_ _Innenzylinder des Kondensators und die Photoplatte zur Registrierung des 
_Resonanzausschlages. Die Selbstinduktion ist nicht als Spule sondern als 
großes Drahtrechteck ausgebildet. Obwohl dieses eine größere Abstrahlung 
besitzt, konnte dadurch andererseits der Indikator durch genügende räu 


Näheres bei E. Plötse’) 8. 2301. 
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Entfernung vor der direkten Einwirkung des Oszillators geschützt werden. 
Die obere Querseite des Rechtecks bildet eine verschiebbare Messingbrücke, 
die zur Feinabstimmung der Selbstinduktion dient. Das eine Ende des Selbst- 
induktionsdrahtes ist mit dem festen Außenzylinder verschraubt, während das 
andere in ein Quecksilberkontaktrohr des Innenzylinders taucht, so daß bei 
der Kapazitätsänderung alle Leitungsteile mechanisch völlig festliegen. Die 
Ankopplungsstellen des Oszillators und Indikators sind aus Abb. 1a ersichtlich, 
dabei ist der Sender zur Vermeidung von Zieherscheinungen weit, der Indikator 
dagegen eng angekoppelt. Als Kennzeichen eines einwandfreien Arbeitens der 
Gesamtapparatur galt die Symmetrie der Resonanzkurven. Zu ihrer Erzielung 
mußten neben entsprechender Kopplung der Systeme Störfelder, die durch 


(a) 
Abb. 2. Flüssigkeitskondensatoren: 

a) 15 m-Anordnung (Plattenkondensator) 

60—109 m-Anordnung (Zylinderkondensator) 


sein sae ferngehalten werden. Eine geerdete Abschirmung von Apparatur- 
teilen erwies sich als ausreichender Schutz. Das Resonanzsystem spricht jeweils 
nur auf der Senderfrequenz an, so daß meßbare Oberschwingungen nicht auf- 
treten. Die Halterung aller schwingungsführenden Teile erfolgte mit verlust- 
armem Material. 

Für die 60—109 m-Anordnung wurde die Selbstinduktion des Resonanz- 
systems durch Einbau einer passenden Spule vergrößert und parallel zu dem 
variablen Zylinderkondensator ein Präzisionsdrehkondensator angebracht. Zur 
Erzielung eines möglichst scharfen Resonanzeinsatzes mußte die Kapazität 
des Zylinderkondensators durch einen Innenzylinder von 34,/ mm Durchmesser 
vergrößert werden. Ein Führungssystem aus Hartgummiringen gewährleistet 
bei dem geringen Abstand der Zylinder von 0,5 mm noch eine einwandfreie 
Verschiebung. 

d) Flüssigkeitsmeßkondensatoren (vgl. Abb. 2): ‘Parallel zur variablen 
Kapazität liegt der Flüssigkeitskondensator, bei der 15 m-Anordnung ein fester 
Platinplattenkondensator von 19 mm Durchmesser bei einem Plattenabstand 
von 4 mm, eingeschmolzen in ein kugelförmiges Gefäß aus Jenaer Glas, das 
nach unten in ein Steigrohr ausliuft. Letzteres ragt in ein angeblasenes 
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Vorrats- und Mischgefäß, das in einem Heizbade steht. Durch Unterdruck 


wird die zu untersuchende Substanz in den Meßkolben gehoben. Um Verun- 


reinigungen der Meßlösungen durch Wasserdampf oder Staub zu vermeiden, 
sind Phosphorpentoxydrohre nebst Filtern angebracht. Die Temperaturmessung 
erfolgte mittels eines eingebauten Thermoelementes. Für die Versuchsreihen 
bei 60 und 109 m wurde an Stelle des Platten- ein Zylinderkondensator von 
40mm Höhe benutzt. Die beiden Platinzylinder sind bei einem Abstand von 0,5 mm 
in ein Glasrohr eingeschmolzen, das direkt im Heizbad steht. Da eine Löt- 
stelle nicht in das Innere eingeführt werden konnte, wurde hier die Bad- 
temperatur nach eingetretenem Temperaturausgleich an einem Beckmann: 
Thermometer abgelesen. 


IV. Kontroll- und Eichmessungen 
Zwecks sorgfältiger Überprüfung der Apparatur wurde eine Reihe von 


_Vorversuchen durchgeführt, besonders über die Frequenzkonstanz des Oszillators. 


Da die Oszillatorbatterien ausreichend überdimensioniert sind, fallen die Daten, 
die laufend überwacht wurden, nach genügender Einbrenndauer auch bei längeren 
Meßzeiten nicht so stark ab, daß eine Änderung der Resonanzlage und damit 
der Meßfrequenz nachgewiesen werden konnte. 

Die Eichung der Aparatur erfolgte mit Luft, Shellöl, Benzol und Chlor- 
benzol. Die DK.-Werte dieser Eichsubstanzen sind in Tab. 1 angegeben. 


Tabelle 1 
I 
Berechnungs- Viskosität 
Eichsubstanzen | Dichte De g | in Poisen DK. 
Boned: . | 0879 | 1,501@0% | 0,006(20 | 2.27259 
Shellöl K20.. . 0,940 | 1,5236) | 60,0 (20% | 2,87 (25%) 
Chlorbenzol . . . 1,106 | 1,523@09% 0,010 (20%) | 5,61 (20% 


Für die Eichung mußte zunächst die Temperaturabhängigkeit der Resonans- 


lage für Shellöl, Benzol und Chlorbenzol ermittelt werden. Dabei zeigt Shellöl 
innerhalb der Meßgenauigkeit keinen, das apolare Benzol einen geringen 
negativen Temperaturgang, infolge der größeren Dichteänderung. Für das 
polare Chlorbenzol dagegen ergibt sich eine starke negative lineare Temperatur- 
abhängigkeit, aus der das bekannte Dipolmoment des Chlorbenzols folgt. In 
Abb. 3 sind die DK.-Werte und die entsprechenden aus den Temperatur- 
abhängigkeitskurven entnommenen Resonanzlagen aufgetragen. Erwähnt sei, 
daß bei 4, = 15 m die Eichung (Kurve I) nur durch Luft, Shellöl und Chlor- 
benzol erfolgte, da die DK. des Benzols bei hohen Frequenzen Abweichungen 
zeigt; ferner, daß bei 4,= 60 m aus meBtechnischen Gründen die Eichkurve 
in zwei Ästen durch je zwei Punkte festgelegt wurde: einmal durch Luft und 
Benzol (Kurve IIa), und ferner durch Benzol und Chlorbenzol (Kurve IIb). 
Die spezifischen DK.-Änderungen bei den einzelnen Meßwellenlängen und die 
dazu gehörigen Fehlergrenzep finden sich in Tab. 2. 


; Tabelle 2 


Meßwellenl | x Mittlere Fehler 
linge DK.-Anderung/mm Verschiebung | DK -Bestim mung 


15 ,07 ,005 
‚001 


1 + 0,004 


5. Folge, 1983. 


V. Die polaren Substanzen 

An Dipolsubstanzen wurden im einzelnen untersucht: Nitrobenzol, ne 
naphthalin und Nitromethan. Diese Auswahl wie auch die Wahl des hochviskosen 
Lösungsmittels „Shellöl K 20“ und der Konzentration der verdünnten Lösungen 
waren durch die früheren Messungen”), ®) festgelegt. Der Temperaturverlauf 
der Viskositäten der Lösungen ist in Abb. 4 dargestellt. Die Zähigkeitsmessungen 
wurden nach der Methode von W. Ostwald durchgeführt. Die wichtigsten 
£.0H physikalisch-chemischen Daten der 
6 polaren Substanzen und ihrer Lö- 


gungen sind in Tab. 3 zusammen- 
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Abb. 3. 
Eichkurven der DK.-Meßapparatur: 
I. für 4, = 15m 


Nitrobenzol in Shellöl 
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II. a) u. b) für A, = 60m 16%, 
III. für 4, = 109 m x 5°/, :«-Nitronaphthalin in Shellöl — 
Tabelle 3 
Substanzen Dichte | Breehungs- | Viekositit | px. 
I. Polare Substanzen: 
re iz 1,203 1,548 0,020 (20°) | 36,4 
Nitronaphthalin.. ....... 1,331 kristal. _ 
ON eae 1,130 1,381 | 0,006 (25% | 39,4 
II. Lösungen in Shellöl: 

1. Nitrobenzol (2,34 %/,) . . 0,944 1,523 30,0 _ 
2. Nitrobeuzol (4,79 om 0,951 1,524 23,0 
3. Nitrobenzol (ul, 05 °%,) . 0,968 1,526 7,5 _ 
4. Nitrobenzol (16,71 ° Mas 0,983 1,528 3,4 _ 
5. Nitronaphthalin (5,13 %,) 0,834 28,0 _ 
6. Nitronaphthalin (2,61 -- 
7. ?. Nitromethan (gesättigt) *) 


> _®) Nitromethan löst sich in Shellöl nur in sehr geringen Mengen, daher 
wurde eine gesättigte Lösung untersucht, um deren Verhalten wenigstens rein 
qualitativ festzustellen. 
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VI. Meßergebnisse 

Bei den Wellenlängen 15,-60 und 109 m wurde die DK. ver- 

dünnter Lösungen von Nitrobenzol, «-Nitronaphthalin und Nitro- 

methan in dem hochviskosen Mineralöl Shell K 20 ermittelt und zwar 


in dem Temperaturbereich von 8—50°C. Bei einer bestimmten Tempe- 
ratur (+ 0,1°C) wurde jeweils die Resonanzkurve photographisch 


Be registriert und der Abstand der Resonanzkurvenmitte von einer durch 


den Läuferanschlag bedingten Lichtmarke mittels der Eichung in 
DK.-Werte umgerechnet und gegen die zugehörige Temperatur auf- 
getragen. Bei jeder Meßlösung wurde der Temperaturbereich mehr- 
mals und in verschiedener Richtung durchmessen, um eine möglichst 
dichte und gleichmäßige Verteilung der Meßpunkte zu erzielen. Die 
mittleren Fehler der DK.-Bestimmung sind in Tab.2 enthalten. Der 
_ beträchtlich größere Fehlerbereich der 15 m-Anordnung hat seinen 
Grund einmal in unvermeidlichen geringen Schwankungen der Zylinder- 
_kapazitat, die sich bei den längeren Wellen wegen des Zusatzkonden- 
sators weniger auswirken können und ferner in der Form des Flüssig- 
_ keitskondensators, da sich durch das Fließen der Substanz zw'schen 
Vorrats- und Meßgefäß geringe Konzentrations- und Temperatur- 


' unterschiede in unreproduzierbarer Weise ausbilden können. 


Der DK.-Verlauf der einzelnen Nitrobenzollösungen bei den 
verschiedenen Wellenlängen ist in Abb. 5 wiedergegeben. — Die 
2,5°/,ige Lösung zeigt bei A, = 15 m einen positiven Dispersions- 


2 effekt, der besonders unterhalb 20°C stärker hervortritt; dabei 


nimmt die DK. mit fallender Temperatur — entsprechend einer 
Frequenzerhöhung — von 2,71 auf 2,65 ab. Da der optische 
Brechungsexponent der vier verschiedenen Lösungen nahezu mit 
dem des Lösungsmittels übereinstimmt, muß die DK. bei allen 
"Konzentrationen demselben optischen Werte von 2,37 mit steigender 
Frequenz zustreben. Danach ergibt sich für die 2,5°/,ige Lösung, 
daß die beobachtete Dispersion etwa 18°/, der gesamten DK.-Abnahme 
beträgt. Die Kurven derselben Lösung verlaufen für 4,=60 m und 


ee 4, = 109 m nach ihrer Neigung und dem Beginn des Abfalles ähnlich. — 


Für die 5°/,ige Lösung liegt bei 15 m ein positiver Dispersions- 
_ effekt vor. Bei 60 m ergibt sich unterhalb von 22° noch eine geringe 
Abnahme der DK. von 3,09 auf 3,05 und endlich bei 109 m unter- 
halb von 16° eine Abnahme von 3,05 auf 3,02.— Die 11°/,ige Lösung 
bietet bei allen drei Wellenlängen den Übergang vom positiven Disper- 
sionseffekt bei tieferen Temperaturen zum negativen Temperaturgang 
_ bei höheren Temperaturen. Während sich dieser Übergang bei 15 m 

fast über das ganze Temperaturgebiet erstreckt und erst zwischen 30° 
und 40° deutlicher wird, prägt er sich bei den längeren Wellen 
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schärfer aus und verschiebt sich eindeutig nach tieferen Tempe- 
raturen, so daß er für A, =60 m bei 12° und fiir A, = 109 m bei etwa 8° 
liegt. Die 16°/,ige Lösung zeigt den reinen negativen Temperatur- 
gang der DK., wie er für Dipolflüssigkeiten außerhalb des Reibungs- 
dispersionsgebietes bekannt ist. 
545 
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70 20 JO 40 
e 15m x 60m © 109m 
Pape an Abb. 5. Temperaturgang der DK. von Nitrobenzol in Shellöl 
ae bei verschiedenen Konzentrationen und Frequenzen 


Der Einfluß der Konzentrationszunahme äußert sich besonders 
deutlich bei den 60 m-Kurven in einer Verschiebung des Dispersions- 
einsatzes nach tieferen Temperaturen. Bei 2,5°/, erstreckt sich der 
positive Effekt über das ganze Temperaturgebiet, bei 5°/, beginnt er 
bei 23° und bei 11°/, bei 10°. Ähnlich iiegt bei A, = 109 m der 
Einsatzpunkt der 2,5°/,igen Lösung bei etwa $6°, für 5°/, bei 12° 
und für 11°/, ungefähr bei 8°. Bei 15 m verschiebt sich die Einsatz- 
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temperatur entsprechend, und zwar liegt sie für 2,5°/, bei etwa 20°: 
für 5°/, Einsatz bei tiefer Temperatur, während sich bei 11°/, der 
Übergang zum negativen Verlauf zeigt. 

Um Aufschlüsse zu erhalten, wie sich neben der Frequenz- und 
Konzentrationsänderung die Größe des untersuchten Molekülvolumens 
auf die Dispersionserscheinung auswirkt, wurden eine 5°/,ige «-Nitro- 
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Abb. 6. Temperaturgang der DK. von Nitronaphthalin in Sheilél 
bei verschiedenen Konzentrationen und Frequenzen 


naphthalin- und eine gesättigte Nitromethanlösung bei den gleichen 
Wellenlängen gemessen. Bei Nitronaphthalin (Abb. 6) läßt sich eine 
Verlagerung des Dispersionseinsatzes mit der Wellenlänge nicht fest- 
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Abb. 7. Temperaturgang der DK. von Nitromethan in Shellöl 
bei verschiedenen Frequenzen 


zeigt, daß auch hier die Einsatztemperatur wie auch die absolute 
Größe des DK.-Abfalles stark von der Konzentration abhängen. Bei 
Nitromethan (Abb. 7) tritt der positive Dispersionseffekt erst unter 30° 
stirker in Erscheinung. Auch hier ist keine merkliche Verschiebung 
des Dispersionseinsatzes in Abhängigkeit von der Wellenlänge nach- 
zuweisen, 

Daß bei Nitromethan die 60 und 100 m-Kurven erheblich tiefer 
liegen als bei 15 m, ist iu einer Konzentrationsänderung begründet, 
da die gelöste Substanz sehr leicht verdampft. Durch geringste 
Konzentrationsunterschiede ist ebenso bedingt, daß die Reihenfolge 
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der einzelnen Wellenlängen bei den verschiedenen Konzentrationen 
keine Einheitlichkeit aufweist. Bei 60 m wurde eine neue 5°/, ige Nitro- 


pores 


i VII. Diskussion der Meßergebnisse 
Zusammen mit den Ergebnissen früherer Untersuchungen von 
E. Plétze’) und R. Odenwald?®) zeigen die vorliegenden Messungen, | 
daß anomale Dispersion hochviskoser Nitrobenzollösungen nicht in 
einem einzigen, verhältnismäßig schmalen Frequenzgebiet auftritt, 


im Um 700m Wellenlänge 
© gemessene Werte © theor. Verlauf für Stufe I u. Ila 
x theor. Verlauf für Stufe IIb 


Abb. 8. Experimenteller und theoretischer Dispersionsverlauf a 
einer Nitrobenzol-Shellöl-Lösung (11 °/,) 


wie es die Debyesche Dipoltheorie verlangt, sondern daB in mehreren 
(wenigstens zwei) diskreten Frequenzbereichen ein jeweils stufen- 
férmiger DK.-Abfall eintritt. 

Für eine nähere Erörterung eignen sich besonders die Meb- 
werte der 11°/,igen Lösung, da bei den 2,5- und 5°/,igen Lösungen 
der Effekt verhältnismäßig gering ist, und bei der 16%,gen Lösung 
der negative Temperaturverlauf sich nicht direkt übersichtlich der 
Gesamtauswertung einordnet. In Abb. 8 sind die bisher gemessenen a 
DK.-Werte der 11°/,igen Lösung aufgetragen, wobei sich für den = 
Wellenlängenbereich von 10 cm—100 m zwei deutlich getrennte Dis- — 
persionsstufen ergeben, Stufe I zwischen 60 m und 15 m, und Stufe I 
von 60 cm abwärts. Durch weitere Messungen ist noch genauer zu 
untersuchen, ob die DK. in der Stufe II sofort auf den optischen 
Endwert absinkt (Kurve a), oder ob möglicherweise bei kürzeren 
Wellen eine dritte Stufe auftritt (Kurve b), wie der im Vergleich 
zu 60 cm sehr geringe Effekt bei 15 cm nahelegen könnte. Für beide 
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Möglichkeiten ist der nach der Theorie zu 1 erwartende DK.-Verlauf 
punktiert eingezeichnet, ebenso für Stufe I. Dieser Vergleich der 
Kurven hinsichtlich der Neigung und der Breite der Frequenz- 
gebiete, in denen Dispersion auftritt, zeigt für die einzelnen Stufen 
eine qualitative Übereinstimmung der frequenzabhängig bestimmten 
DK.-Dispersion mit der Debyeschen Theorie. — Es ließ sich auch 
eine eindeutige Entscheidung darüber treffen, ob Frequenz- und 
Temperaturvariation bei Dispersionsuntersuchungen völlig gleich- 
wertig sind entsprechend dem Debyeschen Ansatz. Zu diesem Zweck 


Abb. 9. Vergleich von Frequenz- und 
bei Dispersionsmessungen 


Abb. 8 Kurve IIa b) entsprechend Abb. 8 m 


wurden in Abb. 9 für beide Möglichkeiten a und b der Stufe II 
sowohl die frequenz- wie auch die temperaturabhängig gemessenen 
DK-Werte über einer wr-Achse aufgetragen. In Abb. 9 sinkt 
die DK. in beiden Fällen bei einer Temperaturvariation in wesentlich 
schwächerem Maße ab, als bei Frequenzänderung. Volle Über- 
einstimmung beider Kurvenzüge läßt sich formal nur durch Hinzu- 
nahme einer Ergänzungsfunktion erreichen. Trotz dieses Unter- 
schiedes bietet die Temperaturvariation nicht nur größere Einfachheit 


= in der experimentellen Durchführung, sondern vor allem auch den 


Vorteil, daß sich mit ihrer Hilfe eine bedeutend dichtere Verteilung 
der Meßpunkte in Analogie zu optischen Dispersionsmethoden mit 
ihrem kontinuierlichen Durchmessen des ganzen Frequenzgebietes 
‚erzielen läßt. Diese festgestellte wesentliche Abweichung beider MeB- 
Verfahren läßt den Schluß zu, daß eine Steigerung der Orientierungs- 
geschwindigkeit des Dipols durch Frequenzerhöhung den molekularen 
Reibungswiderstand in höherer Ordnung anwachsen läßt als die Ver- 
größerung der Viskosität durch reine Temperaturerniedrigung allein. 

In Abb. 10 sind für die übrigen Nitrobenzollösungen die ent- 
sprechenden DK.-Kurven gezeichnet. Dabei ist für die einzelnen 
Frequenzen durch eine Vertikalstrecke der DK.-Bereich angegeben, 
der bei dieser Wellenlänge durch bloße Temperaturänderung über- 
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strichen wird. Wegen des unter;chiedlichen Charakters der einzelnen 
DK.-Temperaturkurven konnte für die Auswahl der einzutragenden 
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---- noch nicht restlos geklärte Stellen © extrapolierte Werte (vgl. Abb. 11) 
Abb. 10. Dispersionsverlauf von Nitrobenzol-Shellöl-Lösungen 


e-Werte nicht eine einzige konstante Temperaturstelle maßgebend 
sein; es mußten vielmehr gleichwertige Punkte ausgewählt werden. 
Als solche vergleichbaren Werte wurden jeweils die Stellen an- 


8 T 
ie Abb. 11. DK.-Differenzen bei der 16°/,igen Lösung (schematisch) 
u wo die DK. ihren maximalen Wert annimmt, was jedoch 
bei der 16°/,igen Lösung nicht durchführbar ist, da hier dieses 
Maximum nicht in. das untersuchte Temperaturgebiet fällt. Bei 
dieser Lösung tritt ferner die Schwierigkeit auf, daß die bei 15 m 
und 109 m gemessenen Werte erheblich unterhalb des Wertes i 
bei 60 cm liegen. Eine schematische Darstellung in Abb. 11 zeigt 
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jedoch, daß die in Analogie zu den übrigen Lösungen beim Übergang 
zu längeren Wellen auftretende Verschiebung des DK.-Maximums 
nach tieferen Temperaturen eine beträchtliche Abnahme der DK. 
an der unteren Grenze des Temperaturintervalles zur Folge hat. 
Damit ist qualitativ gerechtfertigt, den DK.-Wert bei 15 m wenigstens 
dem bei 60 cm gleichzusetzen. Der Vergleich der einzelnen Kurven 
zeigt deutlich, daß beide ae 


/ 


---- geradlinige Verbindung der extremen DK.-Werte 


Abb. 12. DK. und Héhe der Stufe I der Nitrobenzollösungen SR dit 
in Abhängigkeit von der Konzentration eas coated 


in die gleichen Frequenzbereiche fallen. Bei der 2,5°/,igen Lösung 
tritt die Langwelleustufe I nicht hervor, da ihre absolute Höhe 
innerhalb der Genauigkeitsgrenze der DK.-Messung liegt (Fehler- 
bereich : + 0,02; extrapolierte Stufenhöhe : 4e= 0,02). Die DK.-Werte 
der vier Lösungen bei etwa 100 m und die Höhe der ermittelten 
Stufe I sind in Abb. 12 in Abhängigkeit von der Konzentration dar- 
gestellt. Daß bei der 2,5°/,igen Lösung im Gegensatz zu den höher 
prozentigen auch bei 15 m ein geringer Dispersionseffekt zutage 
tritt, hat seinen Grund in der größeren Zähigkeit dieser Lösung, 
der zufolge sich die Kurzwellenstufe II bei Temperaturvariation noch 
weit ins Langwellengebiet hinein bemerkbar macht. Ausdrücklich sei 
hier darauf hingewiesen, daß die bei langen Wellen nach einer 
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wesentlich anderen Methode bestimmten DK-Werte sich sehr al “2 
an die anschließen, die nach der II. Drudeschen Methode ermittelt 
wurden, falls sich nur vergleichbare Temperaturpunkte finden lassen. 

Bisherige Arbeiten an Nitrobenzol wurden zumeist an der n- 
verdünnten Flüssigkeit ausgeführt. Verdünnte Lösungen und zwar 
auch in einem hochviskosen Mineralöl haben J.H.L. Johnstone 
und J. W. Williams”) und ferner R. Luthi und J.Weigle™) unter- 
sucht. Die Messungen der ersten beiden Autoren dürfen als wider- 
legt gelten. Sie veröffentlichen einen DK.-Abfali, der im Gebiet 
von 300 m bis 2m in einer einzigen Stufe vom statischen zum 
optischen Wert verläuft. Die Messungen von Luthi und Weigle 
dagegen stimmen im wesentlichen mit vorliegenden Ergebnissen über- 
ein, besonders hinsichtlich der Zweistufigkeit der DK.-Abnahme. Eine __ 
Verschiedenheit zeigt sich darin, daß bei Luthi die DK. bei etwa 
18 cm schon fast auf den optischen Wert abgesunken ist, wihrend 
dies nach unseren Messungen sicher nicht der Fall ist; auch sind 
bei letzteren die einzelnen Stufen, vor allem die Langwellenstufe I 
auf ein engeres Frequenzgebiet eingeschränkt. .Ebenfalls unterscheiden 
eich die ermittelten Spıiungwellenlängen: 

"ery i= 30 m gegen 85 m bei Luthi, 

„= 15 bzw. 25cm „ Tom, „ 


Unter we Shien an der reinen Flüssigkeit dürfen die von 
W. Dahms!®) als die z. Z. sichersten gelten. Er bestimmt die 
Sprungwellenlänge für Nitrobenzol zu 6,8 cm. Dieses Ergebnis im 
Zusammenhang mit unseren Messungen bestätigt die Ausführungen 
von E. Plétze’) S. 238f, wonach die typische, von P. Debye und 
W. Ramm®) geforderte Verschiebung der Sprungwellenlänge nach 
kürzeren Wellen erst bei verhältnismäßig hohen Konzentra:icnen 
eintritt. Jedenfalls ist bis zu einer Konzentration von 16°/, u.ase 
Verschiebung noch nicht nachzuweisen. Die oben (S. 234) für 
steigende Konzentration beobachtete Verschiebung der Dispersion 
geht nicht auf Assoziation der Dipole, sondern auf die Abnahme 
der Viskosität der Lösungen zurück. E. Fischer’) findet bei 
Lösungen von Nitrobenzol in Benzol nach einer thermischen 
Vergleichsmethode [unter Zufrundelegung des absoluten Wertes 
t = 1,65 . 107!! sec für o-Dichlorbenzollösungen] eine Relaxations- 
zeit r = 1,20 . 107!! sec. Setzt man für unsere Kurzwellenstufe den 
Maximalwert 1, = 25 cm, so ergibt sich daraus r = 1,5 - 10”!!sec und 
für A,= 6,8 cm der reinen Flüssigkeit ein r= 0,45-10”!! sec. Bei diesem 
Vergleich bleibt unverständlich, daß das Lösungsmittel Benzol die 
Relaxationszeit fast ebenso stark vergrößert wie das hochviskose Shellöl. 
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Um den Einfluß der Molekülgrösse auf die Lage des Dispersions- 
gebietes festzustellen und um daraus Schlüsse auf die den einzelnen 
Stufen zugrundeliegenden Orientierungsvorgänge zu ermöglichen, 
wurden außer Nitrobenzol auch «-Nitronaphthalin und Nitromethan 
untersucht, die zwar die gleiche polare Gruppe besitzen, deren Molekül- 
reste sich aber beträchtlich unterscheiden. Für diese Substanzen 
liegen bei den kürzeren Wellen fast keine Messungen vor — bisher — 
wurde nur eine 5°/,ige Nitronaphthalinlösung bei 60cm untersucht— — 
daher lassen sich noch keine sicheren eindeutigen Schlüsse aus 
dem vorhandenen Material ziehen. Da für Nitronaphthalin die DK. 
im Gebiet der langen Wellen den gleichen Zahlenwert besitzt ie 
bei 60 om, so ist anzunehmen, daß die für Nitrobenzol zwischen 60 m — 
und 109 m liegende Stufe I beim Nitronaphthalin weiter in das Gebiet 
längerer Wellen gerückt ist, während der geringe Dispersionseinsatz 
bei 60 cm nahelegt, daß die Zentimeterstufe II gegenüber Nitrobenzol — 
nach kürzeren Wellen hin verschoben ist. Wegen der großen Zähigkeit 
dieser Lösung kann sich letztere Stufe trotzdem analog zur 2,5°/,igen = 
Nitrobenzollösung bei temperaturabhängigen Messungen weit im Lang- 
welligen bemerkbar machen und dort die beobachteten nor 
DK.-Abnahmen erklären. Aus dem Verhalten von Nitromethan — 
ergibt sich nur mit Sicherheit, daß zwischen 15 m und 110 m keine 
Dispersionsstufe liegt. Die im Vergleich mit Nitrobenzol und : RR 
naphthalin größere DK.-Abnahme trotz geringerer Konzentration der 
Lösung läßt vermuten, daß sich in dem Gebiet von etwa 1—10 m 
eine Stufe befindet, und daß vielleicht bei dieser Substanz Stufe I 
nach kürzeren Wellen verschoben ist. Die Lage dieser Stufe würde 
danach eine deutliche Abhängigkeit von der Größe des jeweiligen | 
Molekülrestes aufweisen. Damit wäre der Schluß gerechtfertigt, daB 

bei der Orientierung im Hochfrequenzfelde das Gesamtmolekül im i 
Gebiet verhältnismäßig langer Wellen sich nicht mehr einzustellen __ 
vermag und dadurch die dortliegende Stufe I bedingt, während de 
polare Gruppe erst im Bereich der Zentimeterwellen ihre Orientierunge- EEE 

fähigkeit verliert und damit den bedeutend stärkeren DK.-Abfall ss 
der Stufe II verursacht. Eine Deutung der beiden Stufen im Sinne ae 

von J. Malsch"‘), daß nämlich eine Relaxationszeit dem Molekül — = 
und eine andere gewissen durch Assoziation bedingten Flüssigkeits- = 
strukturen zuzuweisen ist, dürfte bei den vorliegenden Konzentrationen 
kaum anzunehmen sein, da für dieselben nach obigen Darlegungen kur A: 
noch kein eindeutiger Assoziationseffekt auftritt. Eine exakt quanti- x 
tative Auswertung der bisherigen Ergebnisse ist erst möglich, wenn Sy 
durch weitere Messungen besonders bei kürzeren Wellen die noch 
fraglichen Einzelheiten des DK.-Verlaufes geklärt sind. 
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VIII. Zusammenfassung 


1. Es wurde nach einer Resonanzmethode die reelle Dielektrizitäts- 
konstante organischer Substanzen bei den Wellenlängen A, = 15 m, 


),=60m und 2,= 109 m in Abhängigkeit von der Temperatur 
in dem Bereich + 8 bis + 50° gemessen. Diese Methode wurde 
bevorzugt, weil sie Messungen an verdünnten Lösungen nahezu unter _ 
Ausschluß der Assoziationserscheinungen ermöglicht und vor allem 


keine Extrapolationen benutzt, die bei einem etwaigen komplizierteren 
Dispersionsverlauf zu Fehlschlüssen führen können. 

2. Es wurde die Reibungsdispersion der DK. an polaren Mole- 
külen mit möglichst einfachem chemischen Bau untersucht, nämlich 
an Nitrobenzol, «-Nitronaphthalin und Nitromethan, die in geringer 


Konzentration (2,5—16°/,) einem hochviskosen Mineralöl Shell K20 — 2 


eingebettet waren. 

3. Sowohl die Frequenz- wie auch die Temperaturvariation 
zeigt bei diesen für Dispersionserscheinungen verhältnismäßig langen 
Wellen noch eindeutige anomale Reibungsdispersionseffekte. 

4. Eine Zusammenstellung der MeBwerte mit früheren von E.Plötze 
und R. Odenwald, die ebenfalls auf direkter DK.-Bestimmung be- 
ruhen, ergibt für Nitrobenzol einen Dispersionsverlauf, der durch 
mindestens zwei diskrete Stufen charakterisiert ist, wodurch ältere 
Untersuchungen von R. Luthi und J. Weigle qualitativ bestätigt 
. werden. Quantitativ jedoch tritt in der Lage der Sprungstellen eine 
Verschiebung auf. 

5. Ein Vergleich der experimentell ermittelten Dispersionskurve, 
z.B. der 11°/, igen Nitrobenzollösung, mit einer nach der Debyeschen 
Theorie berechneten ergibt hinsichtlich der Neigung und der Breite der 
einzelnen Dispersionsstufen eine überraschend gute Übereinstimmung. 

6. Dispersionseffekte, die einmal frequenzabhängig und anderer- 
seits temperaturabhängig beobachtet wurden, ergeben bei Zugrunde- 
legung einer »r-Achse einen wesentlich verschiedenen Verlauf, der 
auf Unterschieden in den molekularen Reibungsverhältnissen beruht. 


7. Um eine physikalische Deutung der einzelnen Dispersions- —_ 
stufen zu ermöglichen, wurden Substanzen der gleichen poleren 


Gruppe mit verschiedenem Molekülvolumen untersucht. Auf Grund 


der vorliegenden Messung ist eine sichere eindeutige Zuordnung der 


Stufen zu bestimmten molekularen oder intermolekularen Systemen 
noch nicht möglich. 


Besonderen Dank schulde ich Herrn Dozent Dr. E. Plötze, der 
die Anregung zu vorliegender Arbeit gab und ihre Durchführung 
in freundlichster Weise förderte. Herrn Prof. Dr. E. G. Steinke 
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danke ich für die Überlassung von Institutsmitteln, der Freiburger 
Wissenschaftlichen Gesellschaft für Unterstützung dieser Unter- 
suchungen und dem technischen Assistenten Herrn K. Wendling 
für die Durchführung der feinmechanischen Arbeiten. Die vor- 
liegenden Messungen wurden bereits 1939 abgeschlossen. 
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Zur Thermodynamik der irreversiblen Prozesse 
in Gasen mit chemisch reagierenden, dissoziierenden 
und anregbaren Komponenten 


Von J. Meixner 


1. Einführung 


In einer kürzlich veröffentlichten Arbeit!) wurden vom Verf. die 
thermodynamisch-phänomenologischen Grundgleichungen für die 
irreversiblen Vorgänge in Gasen mit chemisch reagierenden, disso- 
ziierenden und anregbaren Komponenten entwickelt und die Grenzen 
ihres Gültigkeitsbereichs besprochen. Diese Grundgleichungen be- 
schreiben das ganze dynamische Verhalten des Gases einschließlich 
der irreversiblen Vorgänge der Wärmeleitung, der inneren Reibung, 
der Diffusion, der sich abspielenden chemischen Reaktionen und der 
Anregungsvorginge. Zur Behandlung der letzteren ist in geringem 
Umfang von atomaren Vorstellungen Gebrauch zu machen; man be- 
nötigt den Begriff der Energieniveaus. Die Übergangswahrscheinlich- 
keiten zwischen solchen gehen. in die sogenannten phänomenologischen 
Ansätze als Materialkoeffizienten ein und haben damit denselben 
Charakter wie die Wärmeleitfähigkeit oder der Diffusionskoeffizient. 

In der vorliegenden Arbeit soll eine Reihe von Fragen be- 
sprochen werden, die sich im Anschluß an die frühere Arbeit er- 
geben und deren Klärung zur Abrundung der entwickelten Theorie 
dient. Es handelt sich zunächst um die Onsagerschen Reziprozitäts- 
beziehungen?) (im folgenden kurz O.R.B. genannt) und ihre Trans- 
formationseigenschaften, ferner um die Charakterisierung des thermo- 
dynamischen Gleichgewichts von der Seite der irreversiblen Prozesse 
her, sowie um einige Fragen zum stationären Gleichgewicht. Weiterhin 
soll untersucht werden, wie weit sich das Prinzip des detaillierten 
chemischen Gleichgewichts und die O.R.B., die beide aus dem Prinzip 
der mikroskopischen Reversibilität folgen, gegenseitig bedingen. 
Außerdem sollen die Gleichungen für den kürzlich von Clusius und 
Waldmann’) gefundenen Umkehreffekt des Thermodiffusionseffekts 
aus unseren Grundgleichungen hergeleitet werden. 

An dieser Stelle sei noch auf einige Einwände hingewiesen, die 
Verschaffelt*) gegen die vom Verf. entwickelte thermodynamisch- 
phänomenologische Behandlung der Thermodiffusion®) vorgebracht 
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hat, weil diese Einwände, wären sie stichhaltig, sich auch gegen den 

Inhalt der vorliegenden Arbeit richten würden. Ein näheres Ein- 

gehen dürfte sich jedoch erübrigen, da die Ergebnisse des Verf., aber 

= nicht die von Verschaffelt, in voller Übereinstimmung mit den Er- 
3 gebnissen der Enskogschen Dissertation (Upsala 1917), die mit den 

# Methoden der kinetischen Gastheorie gewcnnen sind, stehen. Lot 


2. Die Grundgleichungen 


Wir stellen zunächst die Grundgleichungen für die Bewegung 
und die irreversiblen Vorgänge in einer Gasmischung mit chemisch 
2 reagierenden und anregbaren Komponenten zusammen’), Es sei an- 
genommen, daß alle im Gas enthaltenen chemischen Elemente auch 
in der freien atomaren Form auftreten. Die Dichten der atomaren 
unangeregten Komponenten bezeichnen wir mit 0,, ..., 0,, die 
Dichten der übrigen Komponenten mit 9,41, On+25 --- ov. Dabei 
x zählen alle Atome oder Moleküle derselben Art, die sich in einem 
bestimmten Anregungszustand befinden, als besondere Komponente. 


E- Die Gesamtdichte ist or = De- 
i=l 

Das thermodynamische Verhalten des Gases wird durch Angabe 
der freien Energie pro Gramm F(o,, T) beschrieben; T ist die absolute 
Temperatur. Die chemischen Potentiale pro Gramm definieren 
wir durch 
(2,1) 


= : 


Die ist als Schwerpunktsgeschwin- 
digkeit eines Volumenelements definiert, das hinreichend viele Atome 


bzw. Molekiile enthalt. Die Diffusionsstréme D, (gem? sec”") definieren 
__ wir als Impuls, den die in 1 cm? enthaltene Menge der Komponente + 


für einen mit der Geschwindigkeit o mitbewegten Beobachter hat 
[vgl. auch (7,2). Per definitionem verschwindet die Summe aller 
Diffusionsströme 


(2,3) 


4 
und erhalten so die Zustandsgleichung ; 
in > 
Ret 
a2 
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Durch chemische Umsetzungen, Dissoziation, inti und Ab- 
regung nimmt die Komponente 1 im Kubikzentimeter und pro Sekunde 
um I; (gcm~*sec~') zu. Die J; sind voneinander abhängig; die Ge- 
samtheit der Atome jedes Elements muß bei Umwandlungen erhalten 
bleiben. Enthält die Komponente i etwa », Atome der Art 1, 
vq Atome der Art 2 usw. (es ist also »,,= ö,, für 4 = 1,2,..., wo 
6,,= 0 fir i+k und 6,,=1 fir = hb, so gilt 


N 


i=n+1 


oder 
N 
(2,48) 
i=1 Mi; 


Für die Molekulargewichte M, gilt 


(2,5) M,= > (i =1,...,N). 
j=1 
+ Ist die Zahl der Reaktionsgleichungen geringer als die der 
Komponenten, so bestehen noch weitere lineare Abhängigkeiten 
zwischen den J; (vgl. Abschn. 6). 
Es seien ferner folgende Bezeichnungen eingeführt: 
U = innere Energie pro Gramm, 


W = gesamter Energiestrom (ohne konvektiven Anteil), 
S = Entropie pro Gramm, 


Be Entropiestrom (ohne konvektiven Anteil), 
P;, = Drucktensor,. der außer dem statischen Druck die 
Reibungsdrucke umfaßt, 

Z,, Z, = kartesische Raumkoordinaten, 

= Komponenten des Geschwindigkeitsvektors, 
T = absolute Temperatur, 


- (v , grad) = substantielle Differentiation, 


K, = äußere Kraft auf 1 g der Gaskomponente + mit den 
Vektorkomponenten K;ı, Kis, 


2. = mittlere Geschwindigkeit der Moleküle der Komponente + 
in einem hinreichend kleinen Volumenelement. 


bestehen Gleichungen: 
+ 0; div v + div D, = I, (Erhaltung der Materie), 
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Sok 


j=l 


>> (K,, D) (Erhaltung der 
j=l 25 


r thermodynamischen — 


dU —TdS = 1 Sade 


i=1 


folgt wegen (2,6) und (2,8) nach einigen sr ; a ee 


T. leat (W, Ly) (D,, Lp) Sr Ei 


i=1 ien+l 


=Ts, 


el 


| (i,k = 1,2, 3). 


Die L-Faktoren der Produkte auf der rechten Seite von (2,10) 
bezeichnen wir als Kräfte, die anderen Faktoren als Ströme. 
Zwischen Strömen und Kräften besteht bei geringen Abweichungen 
vom Gleichgewicht der Ansatz 


3-3 
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23) 
Aus de tialbeziehung 
Me thy 
(2,10) 
wo 
nd 
Ky—Terad (i= 1,2,...,N), 
213) Ly = grad in =, 
= 


k=n+1 
(2,19) p,, — pd,, = 24 L,, (L,; + + (ük = 1,2,3). 
Zwischen den Koeffizienten dieser phänomenologischen Ansätze 
bestehen die O.R.B. 
(2,20) = A;, = A,; 
und wegen (2,3) > 


1 für ideale Gase ist 


F=- RT [Inge, — 1}}, 


i=l 


=— > + Rllnoe, — 13}, 


oc} —F 


(0, 


(2,26) 


Ferner ist 
wo u, die innere bs der Komponente i pro Mol bei der Tem- 


peratur T bedeutet. 


3. Transformationseigenschaften 
der Onsagerschen Reziprogitätsbeziehungen 
# bezeichnet die lokale Entropieerzeagung (pro Kubikzentimeter 
und Sekunde), T+ die Energiedissipation. Der Ausdruck (2,10) für 
die ist ein ı spezieller Aus- 
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i=l “4 
i 
(2,22) 
2 
(2,28 
y 
(2,24 MT) @=1,2,...,N), % 
y 4 
i=0 
ca wo die c, die Kouzentrationen in Mol/Gramm darstellen; es gilt also 4 
| 
t 
x 
y 


a Wir nehmen zunächst an, daß die Ströme X, alle voneinander 
unabhängig sind. Zwischen den X, und den L, gilt bei geringen 
Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht der nn 


(3,2) X,= pe (i = 1,2,. 
i=l 
Die Determinante der a,, ist von Null verschieden wegen der 
vorausgesetzten Unabhängigkeit der X,. Ferner gelten die O.R.B. 
(3,3) a, = (i,k = 1,2,..., 7). 
«ON Wir stellen nun die Frage, was aus den O.R.B. wird, wenn wir 
neue Kräfte = (i = 1,2,...,q) einführen, die von den alten linear 
abhängen. Wir wellen dabei zulassen, daß die Anzahl der =. größer 
ist als die der X,(g=r) Die =. sind dann voneinander linear ab- 
 hängig; wir nehmen aber an, daß die X, durch die =. =, bestimmt 
sind, d.h. daß in dem Transformationsansatz 
| 3 ~ . 
(3,4) == X, @=12,...,9 


k=1 


wenigstens eine der r-reihigen Determinanten, die aus der recht- 
eckigen (und für q>r nicht quadratischen) Matrix [., gebildet 
_ werden können, von Null verschieden ist. Ein Beispiel für einen 
=> 
solchen Fall geben die Diffusionsströme D.; wir können mit D, 
ey bi Dy-1 rechnen und haben damit voneinander unabhängige Ströme; 
N-1 
> > 
wir können aber mit D, bis Dy rechnen, wo Dy = — 37 ist und 
i=) 
haben damit ein einfaches Beispiel für eine Transformation (3,4) 
q(=n)>r(=n — 1). 

Zu den neuen Strömen =, müssen wir neue Kräfte 4, so 
definieren, daß die Energiedissipation auch für die neuen Ströme 
und Kräfte die Gestalt (3,1) annimmt. Es ist 


3 i=1 i=1 n=1 
Daraus folgt 
q 
08,6) L=- > bad, k=12..n. 
i=1 


Die 4, sind hieraus im Falle g>r nicht mehr eindeutig be- 
stimmt; man kann sie in irgendeiner mit (3,6) verträglichen Weise 


Ein Beispiel liefern die der 
Wir könnten zu ihnen einen allen gemeinsamen Summanden hinzu- 
fügen, der von der Temperatur T und von den Dichten o, in be- 
liebiger Weise abhängt. Er fällt aus (2,10) wegen (2,3) und aus (2,16) 
und (2,17) wegen (2,20) heraus. Die Mehrdeutigkeit der 4, wirkt 
sich also nicht auf den Gehalt der Grundgleichungen, sondern nur 
auf ihr formales Aussehen aus. 

Wir wollen nun zeigen, daß auch für die eingeführten neueu 
Kräfte und Ströme wieder die O.R.B. gelten. Wir eliminieren zu 
diesem Zweck aus az (3,4) und (3,6) die X, und Z, und erhalten 


(3,7) A, 


t=1 m=1 


= 


k=1 i=l 


Es ist also 


(3,8) 


und hieraus folgt durch Vertauschen der Summationsindizes k und / 
sofort, daB 
(3,9) wenn @,=4,,. 


Man überzeugt sich leicht, daß auch die Umkehrung hiervon 
gilt, wenn, wie vorausgesetzt, wenigstens eine von Null verschiedene 
r-reihige Unterdeterminante in der Matrix der ¢., enthalten ist. 

Es besteht also bei voneinander abhängigen Strömen, wie z.B. 
bei unseren. Diffusionsströmen kein Bedenken, die O.R.B. in der 
Form (2,20) anzusetzen. Dabei ist aber vorauszusetzen, daß die 4, 
voneinander linear unabhängig sind; vgl. hierzu das Beispiel am 
Ende des Abschn. 6. 

Dieselben Überlegungen und Ergebnisse gelten auch, wenn wir 
neue Kräfte einführen, die von den alten linear abhängen und in 
entsprechender Weise wie oben neue zugeordnete Ströme definieren; 
denn die Theorie ist symmetrisch in Strömen und Kräften und man 
kann (3,2) nach den L, auflösen, wobei das Koeffizientenschema, die 
reziproke Matrix zu la,,4, ebenfalls symmetrisch ist, wenn das 
für die Matrix ja, gilt. 2 

Wir machen nun drei bemerkenswerte Anwendungen der all- E: 
gemeinen Transformationen (8,4) und (3,6). va 

1. Der Ausdruck (2,11) für den Entropiestrom legt uns nahe, 


N 
von dem gesamten Energiestrom W den Anteil > 45, abzuspalten 


i=1 


. 
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und als eigentlichen Wärmestrom 
(3,10) W— 


einzuführen. Der Entropiestrom ist dann gleich dem so definierten 
Warmestrom dividiert durch die absolute Temperatur; diese Be- 


ziehung steht in enger Analogie zur Beziehung dS = aos der Thermo- 


dynamik, wo dS die Entropieänderung eines Systems bei reversibler 
Zuführung der Wärmemenge öQ bedeutet. 
Die neuen Kraftdefinitionen erhalten wir durch Umrechnung 


des auf W und auf die D, beziiglichen Anteils der Energiedissi- 
pation (2,10). Es gilt wegen (3,10) 


N N 


i=1 i=1 


Zum eigentlichen Wärmestrom gehört also wie zum gesamten 


Energiestrom die Kraft ol zu den Diffusionsströmen gehören die 
neuen Kräfte 


> > > 
= Loi + = K;— gradu; 1,2,..., N). 


Während es bei Zugrundelegung von W und der D, für die 
Diffusionskräfte auf die Gradienten der Planckschen charakteristi- 
schen Potentiale u,/T ankam, kommt es jetzt auf die Gradienten 
der chemischen Potentiale u, an. 
ao (3,10) ist gerade die Definition des Wärmestroms, welche 
_. Eckart®) in seiner Theorie der irreversiblen Prozesse gibt. Aus 
den Transformationseigenschaften der O.R.B. folgt nun die Gültigkeit 
der O.R.B. für die Eckartschen Strom- und Kraftdefinitionen, wenn 
sie für unsere Definitionen von Strömen und Kräften gelten und 


umgekehrt; denn der Übergang von W zu W stellt gerade eine 
‘vansformation der Art (3,4) dar. 


2. Man kann sich mae die Frage vorlegen, ob man vom Ne F 


strom we einen Anteil > D, gemäß 


2 


4 
> > > > > > > > 
3 
3,11) (W, Ly) + (Di, Lp) = + + 
3 
5 
2 


abspalten kann, derart, daß für Ww’ und die z und für die zu- a 
geordneten Kräfte in den phänomenologischen Ansätzen die Kopp- — 


lungsglieder zwischen W” und den neuen Diffusionskräften sowie 


zwischen den D, und oth wegfallen. Die neuen Kräfte berechnen 
sich entsprechend wie in (3,11) und (3, 3,12), nur daß dort an 2 oe ER 


der My die Q, zu schreiben sind. Zu Ww” gehört die Kraft Im, zu 


den D, erhalten wir die neuen Kräfte 


(3,14) = + Q, 
Nach (2,16) und (2,17) wird also 


i=1 
N 


> (a 


Die durch (3,16) definierten Q, stimmen im wesentlichen mit 
den von Eastman’) und Wagner?) in ihrer Theorie der stationären 
Systeme definierten Überführungswärmen überein [vgl. auch !) und 5}; 
es werden also durch die Zerlegung (3,13) des Energiestroms gerade 
die durch die Diffusionsströme übergeführten Wärmen abgespalten. 
Da die Gl. (3,16) wegen (2,21) nicht voneinander unabhängig sind, 
bleibt ein allen gemeinsamer Summand willkürlich; da aber bei 
unserer Definition der Diffusionsströme wegen (2,3) nie eine Kom- 
ponente allein diffundieren kann, so kommt es immer nur auf die 
Differenzen der Q, an, in denen der wiöhtrlihe gemeinsame Summand 
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- aes N N N 3 
2,5 
W"=W— > = > b; — > (Li,,—Q; 
x ral i= i= = 
(3,15) y 
R > Y 
B Die Kopplungsglieder verschwinden, wenn gesetzt wird 
(3,16) b, = > a,,Q, 
(3,17) 
| 
} 
| 
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3. Da der Nullpunkt der Energiezählung in gewisser Hinsicht 
noch willkürlich ist, so haben wir zu untersuchen, wie sich unsere 
Grundgleichungen ändern, wenn wir die Nullpunktsenergien der Atome 
und Moleküle um «, pro Mol (¢ = 1,2,..., N) vergrößern. Wir be- 
zeichnen diesen Vorgang mit Eckart‘) als e-Substitution. Die «, der 
Atome geben wir willkürlich vor, die «, der Moleküle sind dadurch 
bestimmt 


? 


{3,18) 


i=1 i= 


En Die chemischen Potentiale gehen über in 


> Der Energiestrom ändert sich dadurch, daß bei der Diffusion 
. . . > 
jeder Komponente i ein zusätzlicher Energiebetrag = D, trans- 


portiert wird. Wir haben daher als neuen Energiestrom 


=> a 
. Damit ändert sich auch die Definition der Diffusionskräfte in 
829) = — T grad 1,2,..., N). 


Die ara Ansätze (2,16) und (2,17) gehen über in 


N 
3 (3,23) ix Li, + + Da (= 
k=1 k=1 


i=1 i=1 k=1 
Die O.R.B. bleiben also nach der e-Substitution besteben, wie 
auch zu erwarten war, da (3,21) eine Transformation der in (3,4) be- 
trachteten Art ist; die phänomenologischen Koeffizienten ändern 


= 


“er 
- 
5, 
AN 
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> 
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sich zum Teil bei einer e-Substitution. Eine solche Änderung würde 


nicht eintreten, wenn wir statt von den Strömen D, und W von 
den D, und W’ [vgl. (3,10)] ausgegangen wären. 


Der phänomenologische Ansatz (2,19) bleibt bestehen. In (2,18) 


ist Ly, statt Dr, zu schreiben; wegen (3,18) gilt = Lrı. Die 
Grundgleichungen (2,6), (2,7), (2,8) bleiben in ihrer ursprünglichen 
Form bestehen, wenn man für U und W die oben definierten 
Größen U* und W* einführt; das läßt sich durch eine einfache 
Rechnung bestätigen. 


4. Reversible Bewegungen; das thermodynamische Gleichgewicht 

Eine Veränderung eines abgeschlossenen Systems heißt reversibel, 
wenn sich die Entropie dabei nicht ändert. Da sich die gesamte 
Entropiezunahme des Systems als Raumintegral der lokalen Entropie- 
erzeugung # darstellt und letztere eine nicht-negative Größe ist, so 
folgt, daß der Integrand # für reversible Bewegungen identisch ver- 
schwindet. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, alle reversiblen Bewegungen 
eines idealen Gases, dessen Komponenten - miteinander reagieren 
können oder anregbar sind, d. h. alle Lösungen unserer Grund- 
gleichungen, für die + = 0 ist, zu bestimmen. Von äußeren Kräften 
sehen wir in diesem Abschnitt ab. 

Drücken wir in # die Ströme vermittels der Ansätze (2,16) bis 2,1 19) 
aus, 80 ergibt sich für 9 eine quadratische Form in den | ee = Ly, 
Lr;, Lix; sie ist nicht-negativ definit. Sie setzt sich additiv aus 
drei quadratischen Formen zusammen, von denen die erste i und 
die Lp,, die zweite die Zr, und die dritte die L,, enthält. Jede 
einzelne muß nicht-negativ definit sein, damit es auch ihre Summe ist. 

Soll nun # als Summe von drei nicht-negativen Anteilen ver- 
schwinden, so muß auch jeder dieser Anteile für sich verschwinden. 
Das Verschwinden des dritten Anteils gibt 
(4,1) L,=L,=L, =90. 

Wegen der Definition (2,15) der L,, bedeutet (4,1) ein System 
von partiellen Differentialgleichungen für die Geschwindigkeits- 
komponenten. Seine Integration gibt !°) 

> > > > >>> > 
(4,2) +27 (d, r) —d-r?, 
worin r der Ortsvektor mit den Komponenten 2,, 2,, 2, ist, 


während a, 6, c, d zunächst willkürliche Zeitfunktionen sind [e in 
(4,2) ist nicht mit dem c in (2,17) zu verwechseln!) 


4 


5 
- 
3: 
5 
‘ 
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Das Vesiiinteidiin der quadratischen Form in c und in den i. 
(des ersten Anteils von #) gibt*) 


> > > > 
(4,3) Ly = 0; Lpı = Lp2 m eee Low 
und daher 

> > P 
(4,4) W=0; D=0 (i=1,2,...,N). 


Es verschwindet also der Gradient der Temperatur und die 
Gradienten der so In o, sind einander gleich. Einsetzen in (2,7) 


gibt, wenn man beachtet, daß wegen (4,1) p,,=pö,,, und wenn 
man p durch die Zustandsgleichung ausdrückt 


-> 
(4,5) = — grad In es) = 1,2,... 
> 
aad und b+2bc=0. 


Das Verschwinden der quadratischen Form in den Lr; (des 
zweiten Anteils von #) gibt Lr; = 0 und daher auch 7, =0. Das 
läßt sich streng für die den Reaktionsablauf in der Gasphase be- 
3 -stimmenden Gleichungen beweisen®. Es wird also 


j=l 
oder unter Beriicksichtigung von (2,24) und von 
(ue = Nullpunktsenergie pro Mol der Komponente 1, ö, = Konstanten, 
C,= spezifische Wärme der Translation, für alle Komponenten 


L Die Summen in wer Exponenten gehen über 7 von 1 bisn. Die 
Konzentrationen sind für ein mit der Strömung bewegtes Volumen- 


*) Für die Richtigkeit dieses Schlusses ist allerdings notwendig, daß c + 0, 
and daß die Diffusionsströme nur bei Gleichheit der Planckschen charak- 
 teristischen Potentiale alle verschwinden. Doch wird man diese Voraus- 
setzungen wohl nnbedenklich machen können. 


CIR 1 8.-8)/R 
n 
(4,7) 
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element konstant; oe folgt aus (2,6). Aus der Energiegleichung (2, DE 


folgt wegen U = >> e(C,T+u,) und wegen div 


i=1 


nach Elimination des Druckes durch die Zustandsgleichung (2,25) _ 


(4,8) ir (o = 0. 
N 
Aus (4,7) folgt daher 3 RT=0. Der Inhalt 
j=1 
der Klammer ist die Bindungsenergie pro Mol der Komponente 1, die 
bei unserer Definition des Begriffs Komponente temperaturunabhängig 


ist Da sie nicht verschwindet, muß also = = 0 sein, und da T 


schon als ortsunabhängig erkannt ist, so folgt auch 3 =0. Das 
System ist also isotherm bei zeitlich unveränderlicher Temperatur. 
Aus (4,8) folgt nun se = 0 und damit nach (2,6) div =0 oder 
nach (4,2) c=0, d.h. auch 6 = 0. 


Setzt man nun (4,2) in (4,5) ein und integriert, so findet man 
Ausdrücke für die Ino,. Setzt man diese wieder in die Kontinuitäts- 


gleichungen (2,6) ein, so ergibt sich a = 0. Damit sind als reversible 4 : 


Bewegungen gleichförmig beschleunigte Bewegungen und Drehungen 
um eine feste Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit, sowie 
Überlagerungen beider Bewegungsarten gefunden. Das Gas bewegt 
sich dabei wie ein starrer Körper. 

Bei Mischungen indifferenter Gase ohne Volumenviskosität [von — 
einer solchen haben wir auch in (2,19) abgesehen] sind noch weitere 
Typen von reversiblen Bewegungen möglich (adiabatische Expansionen 
und Kontraktionen), die bereits an anderer Stelle diskutiert sind). 
Daß bei chemisch reagierenden und anregbaren Gasen solche rever- 
siblen Bewegungen nicht mehr möglich sind, liegt daran, daß hier 
die Dichten nicht mehr unabhängig voneinander, sondern durch (4,7) 
verknüpft sind. 


Wir sind jetzt in der Lage, das thermodynamische Gleichgewicht _ = 


auch von der Seite der irreversiblen Prozesse her zu definieren. 
Folgende Möglichkeiten sind in Betracht zu ziehen. 

1. Alle Kräfte verschwinden (falls die Ströme voneinander un- 
abhängig gewählt sind). 

2. Alle Ströme verschwinden (falls die Kräfte voneinander un- 
abhängig gewählt sind). 
8. Die lokale Entropieerzeugung verschwindet. 
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Die letzte Definition liefert die oben gefundenen reversiblen 
Bewegungen. Da bei .diesen Bewegungen das Gas keine inneren 
Veränderungen erfährt, sind wir berechtigt, auch hier von einem 
thermodynamischen Gleichgewicht zu sprechen. Für einen mitbewegten 
Beobachter ist es von der Art des atmosphärischen isothermen Gleich- 
gewichts, d. h. eines Gleichgewichts, wie es sich unter dem Einfluß 
äußerer Kräfte, als welche hier die Trägheitskräfte wirken, einstellt. 

Bei Mischungen indifferenter Gase läßt das Verschwinden der 
lokalen Entropieerzeugung Bewegungen (adiabatische Expansionen 
und Kontraktionen) zu, die man auf keinen Fall als thermodynami- 
sches Gleichgewicht ansprechen kann. Wenn wir aber beachten, daß 
es keine vollkommen indifferenten Gase gibt, da ja jedes Atom oder 
Molekül anregbar ist (wenn auch die Zahl der angeregten Teilchen unter 
Umständen gering ist), so können wir sagen, daß ganz allgemein in Strenge 
nur die oben gefundenen reversiblen Bewegungen möglich sind und daß 
daher das Verschwinden der lokalen Entropieerzeugung eine durchaus 
vernünftige Definition für das thermodynamische Gleichgewicht liefert. 

Die Definitionen 1. und 2. für das thermodynamische Gleich- 
gewicht sind mit 3. gleichwertig: Aus 3. folgt 1. und 2. (es wird auch 
L,=0fürc=0,d = 0); umgekehrt folgt 3. aus 1. und 2. wegen (3,1). 


5. Das stationäre Gleichgewicht 
Im Gegensatz zum Sprachgebrauch in der Hydrodynamik und 
Elektrodynamik nennen wir hier mit Eastman") und Wagner?) nur 
solche thermodynamische Systeme stationär, die mit ihrer Umgebung 
nur Wärme austauschen und in deren Innerem die Zustandsvariablen 


von der Zeit unabhängig sind. Dann wird v=0 und = = 0. 


Als einfaches Beispiel betrachten wir ein ideales Gas in einer zylin- 
drischen Röhre(z, -Richtung), die seitlich adiabatisch isoliert sein soll. An 
den beiden Enden seien durch Wärmebäder die Temperaturen T, und T, 
vorgeschrieben. Die Wanderung der Röhre soll nicht (etwa katalytisch) 
auf das Gas wirken. Äußere Kräfte werden nicht angenommen. 
Der Druck ist nach (2,7) ortsunabhangig. ae 
Um die wesentlichen Züge des stationären Gleichgewichts kennen- 
zulernen, genügt es, wenn wir noch eine weitere Vereinfachung vor- 
nehmen. Wir nehmen an, es seien nur zwei Komponenten vorhanden, 
etwa ein dissoziierendes Gas mit Atomen und zweiatomigen Molekülen, 
oder ein Gas mit einer einzigen Molekülart in zwei verschiedenen 
Anregungsstufen. Dann vereinfachen sich die Grundgleichungen des 
zweiten Abschnitts zu 


6D. ow 
Annalen der Physik. 5. Folge. 43. ni ee 


Anniston der Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 


(5,2) D, =— D, =4, (Lp, Lp,) + b, Ly 
(5,3) W = b, (Lp, — Lp) + cLw; 
Die Pfeile über D,, W, Lp,, Lp, lassen wir weg, da alle diese 
Vektoren dieselbe Richtung haben. 
Wir beweisen nun den Satz, daß im stationären Gleichgewicht 


bei T, + T, weder ,=T7T,=0 noch D, = D,=0 sein kann; d.h. 
im stationären Gleichgewicht tritt notwendig Diffusion und Um- — 


wandlung der Komponenten auf. 

Wir nehmen zuerst an, essiD,=D,=0. Dann wird /,=T, =0 
und nach (5,4)‘u, = u,. Nach (2,13) wird aber dann auch Lp, = Lp, “aed 
daher nach (5,2) Lw = 0 (der Fall b, = 0 würde bedeuten, daß die 
Überführungswärme verschwindet; für die Annahme eines solchen 
Sachverhalts liegt aber kein Grund vor). Damit verschwindet aber 
auch der Temperaturgradient; es liegt somit ein gewöhnliches thermo- 
dynamisches Gleichgewicht vor. 

Als zweite Annahme sei /,=I/,=0 gesetzt. Dann sind die 
Diffusionsströme ortsunabhängig. Soll an den Enden der Röhre keine 
Anhäufung bzw. Verarmung der Komponenten eintreten, wie es im 
stationären Gleichgewicht vorausgesetzt ist, so müssen die Diffusions- 
ströme verschwinden. Damit werden wir auch hier auf das Er- 
gebnis grad T = 0 der ersten Annahme geführt. 

Die hier vorliegenden Verhältnisse stehen in enger Analogie zu 
dem von Srivastava!!) untersuchten Problem der thermischen 
Transpiration eines dissoziierenden Gases: Zwei Kammern, die ein 
dissoziierendes Gas enthalten und sich auf verschiedenen Tem- 
peraturen befinden, stehen durch eine enge Öffnung miteinander in 
Verbindung. Die Bedingung des thermischen Gleichgewichts und 
die Transpirationsbeziehung für jede Komponente können nicht 
gleichzeitig erfüllt sein. Es ergeben sich daher in beiden Kammern Ab- 
weichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht, in der einen erfolgt 
eine Umsetzung A, —> 2A, in der anderen eine solche 24 —> A,; 
damit das stationäre Gleichgewicht erhalten bleibt, muß also die 


Komponente A im Überschuß von der einen nach der anderen Kammer, 


die Komponente A, umgekehrt strömen. 


6. Der Zusammenhang der Onsagerschen Reziprozitätsbeziehungen 
mit dem Prinzip des detaillierten chemischen Gleichgewichts 
Das Prinzip des detaillierten chemischen Gleichgewichts besagt, 

daß im thermodynamischen Gleichgewicht eines Systems jede mögliche 

chemische Reaktion für sich im Gleichgewicht ist; d. h. jede Reaktion 
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a lauft ebenso oft von links nach rechts wie von rechts nach links ab. 
Das folgt aus dem Prinzip der mikroskopischen Reversibilität. Aus 
demselben Prinzip hat Onsager seine Reziprozitätsbeziehungen her- 
geleitet. Es liegt daher die Frage nahe, ob die O.R.B. und das 
Prinzip des detaillierten chemischen Gleichgewichts sich gegenseitig 
bedingen. 

Zur Untersuchung dieser Frage führen wir an Stelle der Um- 
wandlungsgeschwindigkeiten I, die Reaktionslaufzahlen 7, als neue 
Ströme ein. y, gibt an, wie oft die Reaktion « pro Kubikzentimeter 
4 und Sekunde von links nach rechts abläuft. Es seien « Reaktions- 
gleichungen gegeben, die wir in allgemeiner Gestalt so schreiben Se 
3 


(6,1) > Na: “= 33 


i=1 i=l 
Als Symbol des Molekiils der Komponente i haben wir hier [M,] 

‘ geschrieben. In (6,1) fassen wir nicht ein System von unabhängigen 
Bruttoreaktionen, sondern die Gesamtheit der Elementarreaktionen 
zusammen. Es kann also sehr wohl «> N — n sein; in diesem Fall 
sind die Elementarreaktionen voneinander abhängig in dem Sinn, daß 

gewisse dieser Reaktionen sich formal durch Kombination von anderen 

Reaktionen darstellen lassen. Z. B. läßt sich, wenn A,, 4,, A, Grund- 

es zustand und zwei Anregungszustände eines Moleküls darstellen, die 

Reaktion A, <-> 4, additiv aus den beiden Reaktionen A, <-> 4, 

und A, * > A, kombinieren. 

Zählen wir alle Atome der Art j in der Reaktionsgleichung « 
zusammen, so ergibt sich die Bilanz 


izl i=1 


Be - Wegen »,,; = 0,, für isn laßt sich diese Gleichung auch so 
schreiben 


628) 2; + > Paiti; + >> 

i=n+l1 i=n+1 

i) Wenn die Reaktion « gerade einmal abläuft, so nimmt die 


Komponentei um (q,, — ?,)M, Gramm zu. Daraus folgt für die Um- 
wandlungsgeschwindigkeiten 


a=1 
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Wir definieren nun zu den Te neue Kräfte 1,, indem wir wieder 


N 
die Beziehung T,Lr; = | zugrundelegen. wird 


n+l 

N 

64) Ped) MiLr: 1,2,... a 
n¢+1 


Wir haben also eine Transformation der Art (3,4) vor uns, nur 
mit dem Unterschied, daß hier neue Kräfte eingeführt sind, die von 
den alten linear abhängen, während wir dort neue Ströme in- 
führten, die von den alten Strömen linear abhingen. Ebenso wie die 
dort eingeführten Kräfte A, im Falle q>r nicht mehr eindeutig 
bestimmt waren, sind hier die „Ströme“ y, im Fallea>N—n 
. durch die Transformation (6,4) allein noch nicht eindeutig bestimmt. 3 
Das wirkt sich jedoch hier nicht aus, da die y, eine fest umrissene 
physikalische Bedeutung haben und durch den Mechanismus der 
chemischen Reaktion & eindeutig bestimmt sind. Für den Zusammen- 
hang zwischen den y, und den /, gelten wieder die O.R.B. a 

Wir ersetzen noch die L;, gemäß (2,14) und erhalten wegen (6,2) ; 
bzw. (6,2a) 


N 
(6,5) Gad (@=1, 


i=1 


Das Prinzip des detaillierten chemischen Gleichgewichts besagt 
nun, daß im chemischen Gleichgewicht y,=0 ist. Daraus folgt 
nach (6,3) 7;=0. Aber es läßt sich daraus nicht schließen, dB 
in (2,18) A,=4,, sein muß. Umgekehrt läßt sich auch nicht 
-schließen, daß die y, im chemischen Gleichgewicht verschwinden, 
wenn A,,=A,,. Ein Zusammenhang der O.R.B. mit dem Prinzip 
des detaillierten chemischen Gleichgewichts zeigt sich erst, wenn A 
wir unter Berücksichtigung des Reaktionsmechanismus die Reaktions- = 
gleichungen im idealen Gas ansetzen. Diese lauten nach dem Masen- —_ 
wirkungsgesetz der Reaktionskinetik 

Wir schreiben dafür nach Fowler’), zunächst ohne Berück- 
sichtigung des — des detaillierten chemischen Gleichgewichts 


9,20, (e=1,2...,0). 
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Die Gleichgewichtswerte der chemischen Potentiale, der Reak- 
tionslaufzahlen und der Konzentrationen bzw. Dichten bezeichnen 

wir durch Uberstreichen; sie hängen, ebenso wie die ®, und W, 

von der Temperatur und von der Gesamtmenge im Kubikzentimeter 
jeder einzelnen Atomart im freien und gebundenen Zustand, .d. ba von 


x N N a. 


i=1 i=1 


ab. Im chemischen are wird 
(6,9) wahl... 


(6, 10) >> 
= 

Die ®, und %, bleiben in diesem Ansatz für die RR 
geschwindigkeiten unbestimmt; ihre Werte können nur durch be- 
sondere Betrachtungen über die Umwandlungswahrscheinlichkeiten 
beim Stoß von Atomen und Molekülen ermittelt werden. 

Wir sind jetzt in der Lage, die A,, des Ansatzes (2,18) zu 
berechnen und durch die ®, und W, auszudrücken. Da in (2,18) nur 
geringe Abweichungen vom chemischen Gleichgewicht angenommen 
sind, so können wir uns auch bei der weiteren Behandlung von (6,6) 
auf diesen Sonderfall beschränken; wir entwickeln dazu (6,6) nach 
Potenzen der u,—ä#, und brechen nach den linearen Gliedern ab. 
Dann ergibt sich aus (6,7) und (6,3) wegen (6,10) 


ing 1 o 


‘= 


Wir nehmen an, des detaillierten | 
Gleichgewichts sei gültig; dann ist 0, — %,. Durch EN 
von (6,4) und (6,5) ergibt sich aus (6, 24 


a=1 ken+l 


r 
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Diese Gleichungen gelten füri = 1,2,...,N. Sie erfüllen (2,4) 
und daher genügt es, in (6,12) nur die Werte i=n+1,....N zu 


betrachten. Ein Vergleich mit (2,18) ergibt 


(6,13) A, A,, RT (dei Pai) Pax) ®, 
(‚ken+1,...N). 


Es sind also tatsächlich die O.R.B. A,,= A,, eine Folge des 
Prinzips des detaillierten chemischen Gleichge~ichts, wenn wir für 
die chemischen Reaktionen im Gas das Massenwirkungsgesetz der 
Reaktionskinetik zugrunde legen. 


Aus (6,3) folgt, daß zwischen den J, neben den Beziehungen (2,4) 


noch weitere lineare Abhängigkeiten bestehen, falls «<N—n. 
Das kommt auch darin zum Ausdruck, daß die Determinante der A,, 
in (6,13) nach einem bekannten Determinantensatz fir « << N—n 
verschwindet. 

Wollen wir umgekehrt sehen, ob sich das Prinzip des detail- 
lierten chemischen Gleichgewichts aus den O.R.B. ergibt, so haben 
wir aus (6,12) die «,—ä, zu elimivieren mit Hilfe der aus (2,14) 
und (6,8) folgenden Beziehungen 


- 
6,14) und N ‘ 


In (6,5) ist ebenfalls die Voraussetzung kleiner Abweichungen 
vom chemischen Gleichgewicht angewandt. Wir haben nun gerade 
N Beziehungen, mit deren Hilfe wir die N Größen u;— jf; durch die 
N—n Größen Ly, ausdrücken können. Diese Elimination selbs. wollen 
wir hier nicht durchführen; wir bemerken nur, daß aus der Voraus- 
2 
die Ly, sich ergeben. Dazu kommen N weitere solche Gleichungen 
nach (6,10), die sich wegen (6,2) auf höchstens N — 1 voneinander 
unabhängige Gleichungen reduzieren. Es ergeben sich also höchstens 
(N-n(ıN-n-) 

2 
Die Zahl der Elementarreaktionen o kann aber größer sein als die 


Zahl dieser Bestimmungsgleichungen. Das sieht man am Beispiel 


setzung A,,= A,, gerade Eas lineare Gleichungen für 


+ N — 1 Bestimmungsgleichungen für die ®, — ¥,. 


Band 43. 1943 
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eines Gases, das nur Atome A und Moleküle A, enthält, zwischen 
denen folgende Reaktionen möglich sind 


2445 A; A+A, 8A. 


Hier ist n= 1, N=2; o=2. Für die beiden Unbekannten 
®,—¥, und O,— W, ergibt sich demnach nur eine einzige 
Bestimmungsgleichung; es folgt also in diesem Beispiel aus den O.R.B. 
nicht notwendig ©, = W.. 

Wir erhalten daher "das Ergebnis: Bei den Gasreaktionen sind 
die O.R.B. eine Folge des Prinzips des detaillierten chemischen 
Gleichgewichts; es gilt aber nicht allgemein das Umgekehrte. Für 
die speziellen reaktionskinetischen Ansätze in Gasen sind also die 
O.R.B. weniger allgemein als das Prinzip des detaillierten chemischen 
Gleichgewichts; sind jedoch keine reaktionskinetischen Ansätze vor- 
handen, so sagen die O.R.B. mehr aus. 

Im Tg eigen mit Abschn. 3 ist hier noch auf folgendes 


nach, daß 
N 5 N N 
i=n+1 i=l i=1 


Man könnte also daran denken, die Größen m 
als Kräfte zu den nach (2,4) voneinander linear abhängigen “irömen 


T,fi=1,2,...,N) aufzufassen und entsprechend den Ausführungen 


des Abschn. 3 auch in (6,11) die O.R.B. zu fordern. In diesem 
Beispiel ist dies jedoch nicht gestattet. Man überzeugt sich zwar 
leicht davon, daß für ® = W, auch in (6,11) die O.R.B. in der 
Form (3,3) gelten; aber hier haben wir nicht nur neue linear von- 


EE einander abhängige Ströme eingeführt,*auch die neuen Kräfte sind 


wegen (6,15) voneinander linear abhängig und man kann daher die 


Ansätze (6,11) noch weitgehend umformen, indem man zu jedem 7, 


eine willkürliche lineare Kombination der linken Seiten von (6,15) 


addiert. Insbesondere kann das so geschehen, daß in den so aus (6,11) 


hervorgehenden Gleichungen die O.R.B. nicht mehr gelten. Man 
kann daher auch nicht von vornherein erwarten, daß gerade in der 
Darstellung (6,11) die O.R.B. gelten sollen. 


7. Die Gleichungen fiir den Diffasionsthermoeffekt; 
eine Ungleichung für den Thermodiffusionsfaktor 


Bei diesem Effekt, der im vergangenen Jahr von Clusius 
und Waldmann entdeckt wurde, handelt es sich um Temperatur- 


| 
4 


a 


By 


änderungen, die zwei chemisch indifferente Gase von ursprünglich 

gleicher Temperatur während des Mischungsvorgangs durch Diffusion 

erfahren. Der Effekt beruht darauf, daß, wie in (2,12) zum Ausdruck 
gebracht, Konzentrationsänderungen nicht nur Diffusion, sondern 

auch einen Energiestrom hervorrufen. a 

Die Gleichungen, die diesen Effekt beschreiben, sind von Clusius 
und Waldmann bereits in ihrer ersten Mitteilung?) angegeben und 
von WaldmannP),!# mit den Methoden der kinetischen Gastheorie 
hergeleitet worden. Da diese Herleitung nur für Mischungen von 
einatomigen Gasen gilt und da der Zusammenhang mit unseren 

. Grundgleichungen des 2. Abschn. nicht ohne weiteres erkennbar ist, 
seien die Gleichungen für den von Clusius und Waldmann 
gefundenen Effekt kurz aus unseren Grundgleichungen hergeleitet. 
Damit ergibt sich gleichzeitig eine Verallgemeinerung der Wald- 
mannschen Gleichungen für Mischungen von mehratomigen Gasen, 
die von Waldmann ohne Beweis angegeben wurde. 

Die Unterlagen für diese Ableitung finden sich bereits in einer 
früheren Arbeit des Verf.‘. Wir knüpfen jedoch hier an den 
2. Abschn. der vorliegenden Arbeit an und spezialisieren die dortigen 
Gleichungen auf den Fall von N indifferenten Komponenten, 
d.h. „= I,=---=Iy=0. 

Das verschiedenartige Aussehen der Gleichungen bei Wald- 
mann und bei uns ist darin begründet, daß dieser mit der mittleren 


Teilchengeschwindigkeit > statt wie wir mit der Schwerpunkt- 


geschwindigkeit der Teilchen in einem Volumenelement rechnet. 
Man wird dann auch zweckmäßig anders definierte Diffusionsströme 


einführen; wir bezeichnen mit FR (Mol cm”? sec") den Teilchenstrom 
der Komponente i, wie er sich für einen mit der Geschwindigkeit 9 


bewegten Beobachter ergibt. Sind Oy die mittleren 
Teilchengeschwindigkeiten der Komponenten, so 


(7,1) eo > 


> > 

t 


- 
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by 
(7, = 1,2,...,N); 
4 


Hieraus gewinnt man 


oor beim . von den D, zu den a liegt eine eee 
formation der im Abschn. 3 betrachteten Art vor; doch wollen wir 
die dortigen Folgerungen für die O.R.B. hier nicht ausnützen. 


Wir formen nun die Kontinuitätsgleichungen (2,6) und die 
Energiegleichung (2,8) um. Zunächst folgt aus (2,6) 


(7,7) div D,=0 (i=1,2,...N). 


Dann ergibt sich aus (7,6) “oe (7,4) und (7,5) 


| d, grad ~ Mn — div 


x Die Energiegleichung (2,8) läßt sich unter Berücksichtigung 
a von (2,6) und (2,7) so schreiben 


8 
> Pa. +W,)= 0 
k=l 


In dieser Form hat sie die übliche Gestalt einer Kontinuitats- 


gleichung; hier addieren sich zum Energiestrom W die durch Kon- 
vektion transportierte innere und kinetische Energie, sowie ein 


3 
9) +d (eUnte 
i=1 


| 
(5) Md); 
jal k=1 
Ries 
Darin bedeutet 7, den Molenbruch 
Ce 
4 
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Energiestrom, der durch die Arbeit des statischen Drucks und der 
Reibungskräfte hervorgerufen wird. 

Wir vernachlässigen in (7,13) die kinetische Energie und die 
innere Reibung (d.h. wir setzen p,, = pö,,), die beide quadratisch 
von der Geschwindigkeit abhängen und führen die Enthalpie pro 


Gramm der Mischung I = 4% ein. Sie ist eine Funktion der 


Dichten und der Temperatur. Dann entsteht wegen c, = Ir = spe- 


. zifische Wärme bei konstantem Druck unter Berücksichtigung von (2,6), 
(7,4) und (7,5) 


k=1 


Die GI. (7,8) und (7,10) gelten auch fir Flüssigkeitsmischungen, 
da sie noch keine spezielle Annahme über die Zustandsgleichung 
enthalten. 

Fir Mischungen idealer Gase sind noch einige Vereinfachungen 
mögiich. Das erste Glied auf der rechten Seite von (7,8) und das 
letzte Glied auf der linken Seite von (7,10) lassen sich streichen; 
denn beide sind von zweiter Ordnung klein als Produkte der d. bzw. 


von 9 mit dem Gradienten der Temperatur; nach der Zustands- 
gleichung (2,25) ist ja 


setzen, wo I, die Enthalpie pro Gramm der Konponente k bedeutet; 
den Gradienten des Druckes p können wir praktisch gleich Null 
setzen, da der Druck infolge der Langsamkeit des Diffusionsvorganges 
stets genügend Zeit hat, sich auszugleichen. Bei Flüssigkeiten dagegen 
ist keines dieser beiden Glieder vernachlässigbar, da sich hier die 


‘J 
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Gradienten der Konzentrationen nicht herausheben, und diese gerade 
in der urspriinglichen Trennungsschicht der diffundierenden Kom- 
ponenten große Werte annehmen. 

Betrachten wir im folgenden nur Mischungen idealer Gase und 


ersetzen wir die a, durch die D, gemäß (7,5) und ferner die D, und W 
nach (2,16) und (2,17), so ergibt sich mit den erwähnten Vernach- 
lässigungen unter der Voraussetzung grad p = 


N 


(7,11) ot +(%, grad 7) = div| D,; grad In T + > dis grad 7, 


k=1 


\ 
(412) oe, = div (i grad 7’ + >'Dr, grad lu; 


i=1 


Hierin bedeuten 


(7,13) D,= m M, M, i> 


k=1 i=1 k=l 


Spezialisierung auf zwei Komponenten gibt {mach (2,21) ist 
dann b, 


(7,16) + grad y,) = div(Dey, 7, grad In T + D grad 7,), 


oT 


div(2.grad T + p De grad 7). 


Hierin ist A die Wärmeleitfähigkeit, D der IT 
und « der Thermodiffusionsfaktor, für welche 


(7,18) Tis 


M,* M,’ 7, 7. e 
M, 7, + Mır.)" 
Daw Mant Mer 
M, M, 7; ath = 


| 
- 
1x } 
| N \ N 1 N 
% | 
1-16, — a,,1,'!— 7; b.— |, 3 
k=1 k= 1 
Se: 
4 
eC 
‘ 
2 
. 
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Damit haben wir die von Waldmann'®),!% mit kinetischen Be- _ 
trachtungen gefundenen Ergebnisse auch mit unserer thermo- 


dynamisch-phänomenologischen Theorie hergeleitet. Es zeigt sich, 
daß die Thermodiffusionseffekte und die Diffusionsthermoeffekte durch 
dieselben Koeffizienten D,; bestimmt sind. Für die Diffusions- 
koeffizienten D,, gilt keine ganz einfache Symmetriebeziehung; es 
folgt aus a, = a,, daß 


(7,21) j=1 


j=l 


wie man durch Einsetzen von (7,13) bestätigt. 


Die oben durchgeführte Umrechnung der Diffusions- und der 


Wärmeleitungsgleichung von der Schwerpunktsgeschwindigkeit © vauf 


die mittlere Teilchengeschwindigkeit & 9 ist bei dem hier behandelten 
Problem von Vorteil; denn bei der Vermischung von Gasen durch 


Diffusion bleibt der ‘Drack annähernd unverändert und die Tem- 
peratureffekte sind klein. Es ist also die Teilchendichte örtlich und 


zeitlich sehr wenig veränderlich und das bedeutet, daß der gesamte 
Teilchenstrom, d. h. 9 klein ist. Dagegen kann die Schwerpunkts- 
geschwindigkeit @. besonders bei sehr verschiedenen Molekular- 


gewichten der Komponenten und besonders in der ursprünglichen 


Trennungsschicht der diffundierenden Gase, obwohl sie selbst im 
allgemeinen klein ist, doch wesentlich größer als ? und damit unter 


Umständen nicht vernachlässigbar sein, wenn 1 es ist. 

Wir beschränken uns nun wieder auf eine Mischung von zwei 
idealen Gasen und wenden die aus dem zweiten Hauptsatz der 
Thermodynamik folgende Ungleichung a,c—b,?=0 an. Sie ergibt 
sich daraus, daß die lokale Entropieerzeugung 9 nicht negativ sein 
kann, d.h. 


(7,22) Tö=cLy + 2b, (Ly, by, — In) +4,, (bo, - 5) 20. 
Setzen wir für a,,, b, und c die sich aus (7,18), (7,19) und (7,20) 


ergebenden Ausdrücke ein, so erhalten wir für den Thermodiffusions- 
faktor a die bemerkenswerte einschränkende Ungleichung 


ED; 


| 
! 
‘ 
| 
| 
4 
= 


Sie ist genau so eine Folge des zweiten Hauptsatzes der ends ae 
dynamik wie die bekannten Ungleichungen A2O, D=O. Um zu 

sehen, wie weit der Spielraum dieser Ungleichung ausgeniitzt wird, be- EN a 
trachten wir als Beispiel eine Mischung gleicher rg”: H, : Sag 


und N, mit D = 0,74 cm? sec", — = 0,72 em?gec-!, R;: 


a = 0,36. Die Zahlen sind von Waldmann!) übernommen. 
C, = Molwärme, c, = spezifische Wärme bei konstantem Volumen. 
Die rechte Seite von (7,23) wird dann gleich 10, die linke etwa 0,13. 


Damit ist nr ı gezeigt, daß sich sowohl die Thermodiffusion wie 
der von Clusius und Waldmann so genannte Diffusionsthermoeffekt 
auf Grund unserer thermodynamisch-phänomenologischen Theorie be- 
handeln lassen. Im Hinblick darauf sei auf eine Bemerkung von 
Furry, Jones und Onsager") hingewiesen, nach welcher „keine 
einfache Theorie von der Thermodiffusion Rechenschaft geben kann; 
weder ihre Existenz noch ihr Vorzeichen können durch elementare 
Betrachtungen hergeleitet werden. Ihr Bestehen kann nur durch 
eine eingehende Betrachtung der Transportgleichungen in einem Gas 
verstanden werden“. Eine ähnliche Bemerkung findet sich bei 
Chapman. Wir verstehen nun, warum man über das Vorzeichen 
des Thermodiffusionsfaktors keine allgemeine Aussage machen kann; 
denn die Methode, mit der man zeigt, daß die Wärmeleitfähigkeit 
und der Diffusionskoeffizient positiv sind, nämlich die Anwendung 
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, führt für den Thermo- 
diffusionsfaktor zu keiner Vorzeichenaussage, sondern zu einer Aus- 
sage über die Existenz einer oberen Schranke für seinen Betrag, wie 
sie in (7,23) angegeben ist. — 


Herrn Dr. habil. L. Waldmann danke ich sehr dafür, daß er 
mir in seine beiden Manuskripte vor ihrer Druckleguig Einblick : 


1) J. Meixner. Ztschr. f. phys. Chem. (B), im Druck. LER 
2) L. Onsager, Phys. Rev. 87. 8. 405. 1931; 38. 5.2265. 1931. 
3) K. Clusius u. L. Waldmann, Naturw. 30. 8. cn “sp SED 
4) J. E. Verschaffelt, Bull, Acad. Roy. Belg., V.s. 28. S. 436, 455, 476, Si 
490. 1942. 
5) J..Meixner, Ann. d. Phys. (5) 39. S. 333. 1941. 
6) C. Eckart, Phys. Rev. 58. S. 267, 269. 1940. aH 
7) E.D. Eastman, Journ. Amer. Chem. Soc. 48. S. 1482. 1926; 50. S. 2, + 
292. 1928. 
8) C. Wagner, Ann. d. Phys. [5] 3. S. 629. 1929; 6. S. 370. 1930. 
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_ 9) C. Eckart, Phys. Rev. 58. 8. 924. 1940. 
409J. Meixner, Ann. d. Phys. [5} 41. 8. 409. 1942. 
1) BLN. Srivastava, Proc. Roy. Soc. London 175. S. 474. 1940. 
12) R. H. Fowler, Statistical Mechanics (Cambridge University Press, 1936), 
2. Aufl., 8. 700. 
13) L. Waldmann, Ztschr. f. Phys. 121. S. 501. 1943. 
14) L. Waldmann, Ztschr. f. Phys., im Druck. N 
15) W. H. Furry, R. Clark Jones, L. Onsager, Phys. Rev. 55. — 
S. 1083. 1939. a 
16) 8. Chapman, Phil. Mag. 7. S. 1. 1929. 


Aachen, Institut fiir theoretische Physik der Technischen 
Hochschule. 


(Eingegangen 15. Juni 1943) 
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‚stein-Fokkersche Gleichung) 


Von H.F. Mataré 
(Mit 1 Abbildung) 


Es one: BEN, daß sich die sogenannte N ser Formel für das 
Widerstandsrauschen bereits aus einer Berechnung der spontanen Elektronen- 
bewegung (Brownsche Bewegung) in einer leitenden Kette, wie sie von 
G. L. de Haas-Lorentz durchgeführt wurde, sowie aus der von A. Einstein 
gegebenen verallgemeinerten Schwankungsformel ergibt. 


Einleitung 
Die Berechnung der Größe der thermischen Rauschspannung 
von Widerständen wurde von Nyquist!) aus einer Betrachtung der 
Verbindungsleitung zweier Widerstände der absoluten Temperatur T 
hergeleitet. Durch die Annahme, daß diese Leitung durch die 
Widerstände R von der Größe ihres Wellenwiderstandes abgeschlossen 
ei, läßt sich die von jedem Widerstand an die Leitung abgegebene 
mittlere Rauschleistung innerhalb eines Frequenzintervalls dy» be- 
— wenn man jedem Freiheitsgrad die mittlere Energie k T 
= Boltzmannsche Konstante) zuerteilt, welche zur einen Hälfte 
he zur anderen elektrisch ist. Für die am Widerstand auf m 
tretende Rauschspannung erg sich dann: ae 
(1) = 4kT 
Die dem Widerstand ae entziehbare Leistung je Hertz Brand- 
breite (» in Hertz) ist danach: 
N =1kT. 
Eine von A. Einstein?) auf Grund viel allgemeinerer Betrachtungen 
gefundene Schwankungsformel ergibt, bei entsprechender Umformung, 
die gleiche Formel für das Widerstandsrauschen*), Auf einem 


*) Von noch größerer Allgemeingültigkeit ist die von S. Fokker‘) ge- 
gebene Ableitung, bei der von der erweiterten Einsteinschen Formel (Ein- 


ausgegangen ist, 
q = charakteristischer Parameter des Bewegungszustandes, 
Zeitmoment, 
_ R= Vergrößerung von g im Intervall x (Strahlung), te 


W (q) = Verteilungsfunktion. 


: 
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anderen Weg fand G. L. Haas-Lorentz*) ebenfalls eine Formel 

für die spontanen Elektrizitätsschwankungen in einer leitenden Kette, 

die mit der Einsteinschen identisch ist. Ihre Herleitung soll hier 
kurz durchgeführt werden, da sie in der Darstellung vonG.L.deHaas- _ 
Lorentz nicht zusammenhängend gebracht wird, und ihre Voraus- __ 
setzungen mit der Nyquistschen Fragestellung weitgehend iden- 
tisch sind. 


Das thermische Rauschen einer Kette aus Selbstinduktion, Kapazität N 
und Ohmschem Widerstand 


Die Kapazität C trage die Ladung q (Abb. 1), dann gilt für — 
einen in die Kette fließenden Strom 


= . 
wog= Cu, 
Mit u werde die elektromotorische Kraft be- 
zeichnet, welche in der Kette durch Wärme- 


(2) 


(3) 


Diese Gleichungen sind nun analog den Be- 
wegungsgleichungen fiir ein Masseteilchen auf- 
gebaut. Es entsprechen dann MS; 


Strom i und Teilchengeschwindigkeit, 
Induktivität L und Masse, 
= Leitungswiderstand R und Reibungswiderstand. 
Hiervon ausgehend werden sie in der von Einstein und Hopf‘) 
gegebenen Weise von G. L. de Haas-Lorentz behandelt. 
Zur Lösung werde Gl. (2) mit einer Konstanten @ multipliziert 
und zu (3) addiert: 


(4) 


oder der Gleichung: 


5) i aR + 4 =0 mit den Wurzeln a, und a, — 


272 
EN, 
We 
= L dt + Re + 
RER 


+ 
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Dann entsteht das symmetrische Gleichungspaar: _ 


(6) Lit + Litages, 


; : oder. mit den Abkürzungen: 
£=Li+ag, 
a y= Li+a,q, 
1 
(8) + Ca, = u, 
(9) a+ =u. 


Bei einer aufeinanderfolgender Zeitelemente sind 


dew. % --- 
die Werte am Anfang des ersten, zweiten usw. Zeitelementes. Bei 
Integration von (8) und (9) über das k-te Zeitelement ergibt sich: 


1 
& —&-1=— Ta, 
(k) 


1 
h— = — Ge f udt, 
(k) 


fu dt =2,, (Schwankungsimpuls), 


1 
I- go 2 
1 


1 
2 


(12) 


so wird: 
Für die aufeinander folgenden Zeitelemente gilt einfach: 


=A8,+%; +472, +42, usw. 
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Ebenso für 7 

ly = Iq? iy + +2, 
Ny = hq? + 4,72, + 4,2, +2, 
In allgemeiner Form läßt sich also die Summation der Zeitelemente 
durch’ die Reihen darstellen: 


2,, 
(14) Li+ogen 2%+ En: 


Gl.(18) und (14) gelten also für eine große Zahl n von Impulsen — 
nach einer großen Zahl k von Zeitelementen r. 
Durch Subtraktion erhält man 


Pr 


+ 

- 


+ (4, — 49) 


Die Bildung as quadratischen Mittelwertes ergibt, unter Beachtung 
der Gleichheit aller mittleren er a 


> 


~2752(n—1) 2(n—2) 5 
(15) | [ 1 1 | 


+ 


Läßt man jetzt n unbegrenzt wachsen, so kommen die Glieder 

mit &, und »; in Fortfall, da A, <1 bzw. A,<1. Wir können 

(15) schreiben: 

(a, —«,) P= + +-- 

+%+%+- 
2 5 \n—-1] - 

Durch iunschiing der einzelnen Reihen ergibt sich: 


1 1 
* Toe 


|: 

Durch Multiplikation von (12) mit «, und (13) mit @, erhält man 

durch Differenzbildung und Quadrierung eine (14) entsprechende Form: 


> a,’ 2a, a, 


4 
i 
i 
| 
> 
= 
° 
ea 
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Nun besteht noch die Aufgabe, 2, und 2, nach (9) und (10) sowie «, 
und «, nach (4) zu substituieren. 
Nach (9) ist: 
1— 
nach (10) 
Die in r quadratischen Glieder sollen infolge der Kleinheit der be- 
trachteten Zeitintervalle in Fortfall kommen. Dann ergibt sich durch 
Einsetzen von 4 in (15) und (16) 


(a — a,)* a2 _ a + @ 
1 2) 2 
q 9 I a, + 


(@, 


(4) gilt nun: S 


ein und erhalten: 
(19) 


Also: 


als Ausdruck für die mittlere magnetische und elektrische Energie. 
Wie Nyquist’) die in ihren Eigenfrequenzen schwingende Doppel- 
leitung zwischen zwei Widerständen betrachtet, läßt sich auch 
die leitende Kette, gebildet aus L, C und R berechnen. Bei 
harmonischen Schwingungen ist die potentielle Energie im Mittel 


275 
og 
(17) 
wii r Fe 
{ 
2 
Dies setzen wir in 
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gleich kinetischen. Da die auf den Freiheitsgrad 
Energie + kT, (T = T, = 300° K. Rauschtemperatur = Zimmer- 


temperatur) beträgt, ist die Gesamtenergie kT,, die sich dann zur 
einen Hälfte aus magnetischer, zur anderen aus anne ira 


zusammensetzt. Nach (21) ist also: 
L?+,C#=kT,= 

oder 

(22) z2=2RrkT,. 


Dies ist die von Einstein auf anderem Wege ge! fundene Gleichung*). 
Nun ist nach (10) Er 


der Impuls der Schwankungen innerhalb des Zeitintervalls r. Die 
Impulsparameter erfahren eine Veränderung im Intervall z, die von 
der Einwirkung der unregelmäßigen Wärmehewegung herrührt. Das 
ist gleichbedeutend mit einer Vergrößerung oder Verkleinerung der 
Spannungen u, durch welche die Schwankungsimpulse erzeugt werden. 
Die Veränderung von x,, kann positiv oder negativ sein, man kennt 
nur das arithmetische Mittel z,, und das quadratische Mittel z},. 
Dabei sind diese Mittelwerte vom Bewegungszustand der Ladungs- 


*) In „Untersuchung über die Theorie der Brownschen Bewegung“, 
(Ostwalds-Klassiker Nr. 199) zeigt Einstein, daß der Mittelwert der Quadrate 
der durch den unregelmäßigen Wärmeprozeß während der Zeit z hervorgerufenen 
Änderungen eines beobachtbaren Parameters « gegeben ist durch 


4’=2kTBı, 
B = Beweglichkeit des Systems in bezug auf den Parametera. 4 =— B — gr“ 
Änderung von « durch die dem Potential ® entsprechende Kraft. Die Identität 
mit (22) ist dadurch gegeben, daß auf einen stromdurchfl Widerstand 
bezogen, 4 = q, die in der Zeit durch den Querschnitt. des Leiters verschobene 
Elektrizitätsmenge ist. Damit ist 


far -[ Udt = [unter Beachtung von (10)]. 
(r) 
Die Nene B bedeutet hier den elektrischen Leitwert 1/R womit (22) 
verifiziert ist. Die von Einstein gegebene Formel fiir den elektrischen 
Fal lautet 


de 


- 
dansk 
te 
; 
3 DER. 
| 
Pe 
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träger abhängig, d.h. ist ein Impulswert durch z,,, charakterisiert, 
so hängt die Wahrscheinlichkeit O(z)dz bzw. D(u)du, daß z bzw. u 
im Intervall r eine Vergrößerung zwischen z und z+ dz bzw. u 
und w+ du erhalten, vom ursprünglichen Wert von z bzw. u ab. 
Dabei ist die Form von ®(u) unbekannt, während allgemein e- 
schrieben werden kann: 


(23) 


Der arithmstische Mittelwert der Impulse ist also in allgemeiner Form: 


= fl fu ®wdu dt=ür. 


Für die quadratischen Mittelwerte ergibt sich analog: 


= foo u)du, 


+00 
fu @M(u)dujtdt = 
(22) gewinnt man 

= 4RrkT,, 


=4kT,R- 


die Nyquistsche Form, wenn - = dy die wirksame Bandbreite dar- 


stellt, innerhalb deren die Rauschenergie übertragen wird. Mit andern 
Worten # stellt das Rauschspannungsquadrat des Ohmschen Anteils 
der Kette dar. 


) H. Nyquist, T .mal agitation of electric charge in ne Phys. 
Rev. II. 32. 8. 110. 1928. 
2) A. Einstein, Untersuchungen über die Theorie der Brownschen Be- 
wegung. Herausgegeben von R. Fürth, Leipzig 1922. Ostwalds Klassiker d. 
ex. Wiss. Nr. 199. 


*) Vgl. 4); 6). 


2 | 
| 
& | J = 1"). 
* Für den arithmetischen Mittelwert erhält man ge i 
= (25) 
4 
t. 
} 
r 
. 
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4) 8. Fokker, Archives Néerlandaises des sciences exactes Série III A 5. 
1918—1921. 

5) A. Einstein u. L. Hopf, Ann. d. Phys. 33. 8. 1105. 1910. 
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Br. der langsamen Neutronen für einen 1/v-Absorber — 

Von Nobutsugu Koyenuma 
(Mit 2 Abbildungen) 


ür den effektiven Wirkungsquerschnitt der langsamen 
beim einen 1/v-Absorber gilt i im Sinne von Fermi 7: 


wobei n = die Atomzahl pro Quadratzentimeter-Schicht eires 1/v-Ab- 
sorbers,z = v = die Geschwindigkeit der Neutronen mit beliebiger 
kT 


Energie, 7 = diejenige mit einer Energie von k T, s =n ox, 7, d.h. die 
wirksame — ist. Wenn man ‘in obiger Gleichung eine 


= Größe einführt, dann wird (1) in 


umgewandelt. Also kann £ eindeutig durch s festgelegt werden, 3 
sobald die Integrale ausgewertet sind. Während das Integral 


i f zte-* iis leicht zu Yx/4 abgeschätzt wird, ist dagegen eine 


| 0 

co 

Integrierung von f ate” de wegen des Faktors s/z nicht so sehr 
ö 

einfach, wie man erwartet. Jüngst konnte Riezler?) mittels .eines 


graphischen Integrationsverfahrens das Integral f ze” © de durch 
0 


1) Z. B. E. Amaldi u. E. Fermi, Phys. Rev. 50. 8. 899. 1936 
2) W. Riezler, Ann. d. Phys. (5) 42. 8. 468. 1943. 


Be 
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he 
‘ 
xe 
i l 0 


die GréBe der Flachenebenen, die durch y= ate” = mit O<2<00 
und 0<s=2 gebildet werden, ersetzen, wie man sie z. B. aus der 
Abb. 1 für s=1 und =2 entnehmen kann, weil sie abgesehen von 
s-Werten (0 Ss = oo) schon für 2=3 rasch abklingen und die Be- 
ziehung zwischen £ und s kurvenmäßig darstellen. Gerade deshalb ist 
es erwünscht, sie außerhalb s = 2 oder am besten für beliebiges ¢ dar- 
zustellen. Wir werden versuchen, dementsprechend eine Näherungs- 
formel zu entwickeln, die für alle s gilt. 


075 


: 


Man kann nicht das Integral f ate = de in dieser Form 
0 
einfach nur mit irgendeiner Transformation der Exponentialfunktion 


u, abschätzen, wie man sofort sieht. Daher versucht man einen 
anderen Ausweg einzuschlagen, etwa nur exp.(s/z) nach Potenzen 
von 1/z zu entwickeln. Man erhält so 


Fase re fe "+20-"dz 
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ar 
Ableitung einer Näherungsformel für o,„ bei beliebig 3 
33 
oo 
oo 
fr e 
ER 
} 


r 


os este Integral ist gleich dem Zähler in (1) bzw. (2), Ya/4, 
das zweite 0,5 s, das dritte (Yr/4) s*, das vierte wird beim Über- 
gang zs —> 0 zu oo usf. Diese Schwierigkeit könnte aber behoben 
werden, wenn man den Integralbereich anstatt 0 bis oo, von x bis oo 
umändert, wobei x gar nicht Null zu sein braucht, z.B. z= 0,1 
gesetzt wird. Dann ist das vierte Integral durch — Ei(— 2?) dar- 
stellbar. Eine andere Schwierigkeit tritt erneut hierbei auf, daß die 
gewonnene Potenzreihe von s für großes s sehr langsam konvergiert. 
Für ganz kleines s(<1) dagegen kann man (3) in der Form schreiben 


(4) f ate” = da = 0,443 — 0,55 + 0,448 5? — 0,3875°. 
0 


Die Formel gilt offenbar nicht mehr für s = 1, während sie aber 
für & bei s=0,5 die von der graphischen Integration gewonnenen 
Werte gut wiedergibt. & für s=0 und s=oo kann entweder von (4) 
oder direkt von (2) ausgehend erhalten werden, = 1,13 bzw.0. Diese 
Formel ist aus diesem Grund für unseren Zweck kaum ausreichend. 
Die Konvergenz der s-Potenzreihe ist aber auch für großes s sehr 
schlecht, wenn man zu der Exponentialfunktion eine andere von 
etwa exp.(—sz) hinzufügt und die daraus erhaltene Exponential- 
funktion durch Besselsche Funktionen entwickelt. Es wird zunächst 
hierfür eine Art von Sattelpunktmethode verwendet. Wir denken uns 
beispielsweise die zu integrierende Funktion in z*e-* und z-!e = 


Beziehung unter Benutzung des Minimalgesetzes 


zerlegt, wobei z°e-=, z-!e * positiv sind, so ergibt sich folgende 


1 


(5) ae < 42210” = =), 


aus der leicht folgt 


T 


wobei « im Integralbereich so bestimmt sein soll, daß R SR 


1 oo 


Eine einfache 
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= 


or 
De 
at 
Bir 
n 
n 
£5 
gilt. Integration ergibt 
‘ . 


2 {(2) (5)' 

Das Gleichheitszeichen der Beziehung gilt nur für solche z, welche 
der folgenden Gleichung genügen 


(8) 

d.h. die obige Beziehung bleibt erhalten, für beliebige z, welche 
aus (8) für beliebige s gewonnen werden. Obwohl sie, wie man aus (7) 
leicht einsieht, für kleine x sehr rasch konvergiert und annähernd 
den Betrag 


(9) fee“ {(3)"[(2)!-7 ah -20—...]} 


annimmt, ist eine Lösung von (8) schwer zu erhalten. 
Um diesem Übelstand abzuhelfen, hat man z so zu wählen, 
daß statt (6) z. B. folgende Gleichung bestehen wird 


2 _ 2 


0 


Beispielsweise setze man in (10) 2 = 0,5, so erhält man für ver- 


Tabelle schiedene s folgende Tabelle. Allerdings 
—— mit den Werten von (16) verglichen ist 

8 & die Übereinstimmung außer s=1 bis 2 
1 1,0 nicht ausgezeichnet. Wir werden daher 
3 0576 nochmal die Funktione”” = in anderer 
10 0,182 anderer Weise zerlegen wie oben, also etwa 


2°+-=2yYz, so daß man schließlich erhält 


je” 
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Damit das Gleichheitszeichen gilt; muß die Beziehung 


(12) 


erfüllt sein. Schließt man dann die komplexen Wurzeln aus, so 
bleibt eine Lösung s' übrig. Die Auswertung vom 


fee ich 
0 


kann nunmehr ganz elementar durchgeführt werden: : für eine 


(13) 


0 


y 
(14) Sr e~¥dy = 5! (1 -e)— 5! 


é 


man erhält also 


1 
0 z= Vs 


- {5 (1—e-»)—5! 


als 


In / fate-ave dz 


Der Zähler in (16) kann leicht durch sukzessive partielle Integrationen 
gewonnen werden. & von der GI. (16) für verschiedene s sind in Abb. 2 
eingezeichnet und geben die Werte (in Abb. 2 mit o bezeichnet), die 
durch graphische Methode erhalten sind, gut wieder, wie man es 
an Hand der Kurve bestätigt. Die hier neu abgeleitete Näherungs- 
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| 
s 
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formel hat den Vorteil, für beliebige s eine Berechnung von & leicht 
zu gestatten, ohne daß dabei etwa eine Konvergenz der Reihe in 
Frage kommt. _ 


Abb. 2.° 


© gewonnen durch graphische Integration (Riezler), 


ausgezogen: durch unsere 


Aus (16) ergibt sich ganz automatisch 


1 Vr 


/ |! @ —e-)—5! 


-e-¥y— 60e-¥y? — ur 


wobei J, die anfängliche Intensität der Neutronen, J die Intensität 
nach Passieren durch einen 1/v-Absorber bedeutet. 

Wenn man in (17) s in einer Funktion von In J,/J explizit 
ausdrücken könnte, wäre es auch möglich, £ formelmäßig' nur in 
In J,/J darzustellen. Dies erfolgt aber am besten graphisch, wie es 
Riezler in seiner Publikation tut. 


1) Es sei hierbei bemerkt, daß man die m die aus der 


nach Riezler abgeleiteten Formel —-—— = — In 
8 

in Wirklichkeit mittels einer anderen —-— = — 
Gr % 

wobei J, und J,,, experimentell gewonnene Intensitäten einzusetzen sind. 


Berlin, im Juni 1943. 


(Eingegangen 13. Juni 1943) 


hervorgehen sollten, 


erhalten kann, 
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Über die unmittelbare Messung 
der Gleitzahlen s,,, 55, 5,, bei Stoffen von rhombischer 
Symmetrie und geringer Starrheit 


I. Allgemeines 
Im Sinne der Kristallelastizität von Woldemar Voigt be- 
stehen zwischen den Verformungsgrößen z, ... z, und den Spannungs- 
komponenten X,... X, lineare Beziehungen, die sich im Schema (1) 
zusammenfassen lassen, in dem die Zeiger ,k=1...6 sich ge- 
meinsam auf Dehnungs- und Gleitzahlen s,, (Voigts Moduln) und 
und die Voigtschen Elastizitätskonstanten c,, beziehen. 


x.| Y,| Z| ¥. 

11]12]13] 14/15 
23 | 24 
33 | 34 
43 | 44 
53 | 54 


63 | 64 


re nicht nur die stark umrandeten s,,+ 0, so kann man 
bekanntlich die Gleitzahlen s,,, 5,,, 84, aus Verdrehungsmessungen 
en Stäben von elliptischem oder kreisférmigem Querschnitte ein- 
wandfrei messen, wenn sich dabei Querschnittsverwölbung und be- 
gleitende Biegung ungehindert ausbilden können. Bei rechteckigem 
oder quadratischem Querschnitte ist das allgemein nicht mehr mög- 
lich. Die klassischen Messungen Voigts beruhen auf einer Nähe- 
rungsmethode für dünne Flachstäbe, die in gewissen extremen 
Fällen versagt. 

Sind dagegen nur die stark umrandeten s,,+0 (z. B. im 
rhombischen System) so ist die Auswertung von Verdrehungs- 
messungen an Stäben mit beliebig rechteckigem Querschnitte immer 
möglich, wofür ich besondere Verfahren entwickelte und günstige 
Querschnitte erörterte!. Der rhombische Fall erlangt Bedeutung 


1) H. Hörig, Ing. Arch. IV. S. 570. 1933; VII. S. 165. 1936. 
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bei Behandlung der Elastizitat des Holzes. Die Messungen von 
Carrington’) an Spruce bearbeitete ich im Sinne der Voigtschen 
Theorie?) und ermittelte später die neun rhombischen s,, und c,, 
aus Messungen von Stamer und Sieglerschmidt?) auch für 
einige andere Hölzer*. Daran schloß sich die Berechnung der 
Voigtschen quasiisotropen Körper dieser Hölzer und Berechnung 
und Diskussion des analogen s, ,-Mittelwertskérpers [isotroper Stamm- 
körper®)]. 

Nun lassen sich Holzstäbe (Orientierungsbezeichnungen: Abb. 1) 
bei vollkommener, als man zunächst anzu- 


| 


66, 22 
Abb. 1. Sechs Orientierungstypen b, ...c, für Holzwürfel. Bei Parallelver- 
schiebung zweier Seiten in Richtung der Pfeile treten hauptsächlich die an- 


geschriebenen 8, auf. y = Längsfaserrichtung des Holzes. x, y-Ebene = Ebene 
der Jahresringschichten. Hirnschnitt erscheint gestricheit 


! 
i! 


nehmen geneigt ist, mit weitgehender Homogenität herstellen; durch 
Verleimen aus kurzen Stücken auch dann, wenn die Stabachse in 
Richtung z oder z liegt. Es ist aber klar, daß, vor allem für 
grundlegende Untersuchung des Holzes, eine Methode für die Messung 
der s,, an kleinen Würfeln erwünscht ist. Daher hatte ich Herrn 
Robert Schlüter‘) veranlaßt, an einem Zweiwürfelsystem (Abb. 2 


1) H. Carrington, Phil. Mag. 1. VI. 41. 8. 200. 1921; 8. 848. 1922. 1. VI. 
8. 871; 1922. 2. VI. 44. S. 288; 1923. 1. VI. 45. S. 1055. 

2) H. Hörig, Z. f. techn. Phys. 12. 8. 369. 1931. 

3) J. Stamer u. Sieglerschmidt, Z.V.D.I. 1933; J. Stamer, Ing. 
Arch. VI. 8.1. 1935. 
4) H. Hörig, Ing. Arch. VI. 8.8. 1935. 
5) H. Hörig, Ing. Arch. VIII. S. 174. 1937. 
4 6) R. Schlüter, Elastische Messungen an Fichtenholz, Sammig. Vieweg. 

Heft 107, Braunschweig 1932. (Dr.-Ing. Diss.). 
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ohne die Platten IV), bei dem zwei gegenüberliegende Würfelseiten 
parallel zueinander verschoben wurden, zu untersuchen, ob man in 
Anbetracht der Kürze der zwei „Kragbalken“, aus denen hier jeder 
Würfel bestehend zu denken ist, zu einer angenäherten Messung 
der drei Gleitzahlen gelangen könnte. Es zeigte sich, daß dies im 
Falle des extrem anisotropen Fichtenholzes (Flügel-Resonanzboden: 
Bukowinafichte) nur bei s,, möglich ist, daß sich aber im allgemeinen 
auch hier die Dehnung neben der Gleitung noch stark bemerkbar 
macht. Man erhält daher bei den sechs in Abb. 1 mit b,...c, 
bezeichneten Fällen bei b, und b, fast die gleichen Verschiebungen 
der mit Pfeilen versehenen Würfelflächen gegen- 
einander, nicht aber bei a, und a, oder c, und ¢,. 
Die weitgehende Gleichheit der Fälle b, und b, 
ist Folge des großen Wertes von s,, und würde 
auch dann bestehen, wenn s,, und s,, nicht, 
wie es zufällig bei diesem Fichtenholz der Fall 
ist, beinahe gleich wären. Die Lage des s,,- 
Hauptachsenkreuzes wird als mit z, y, 2 der Abb.2. Zweiwürfel- 
Abb. 1 zusammenfallend angenommen )). system mit biegungs- 
Da bei Schlüter die Würfel auf kompakte er we 
Stahlmassen Z, II, III aufgeleimt waren, SO war würfel. Ibis ZV: Stahl 
die Querschnittsverwölbung im Würfel weit- 
gehend verhindert. Für den isotropen Fall hat R. Sonntag?) 
die Kragbalkenbiegung bei verhinderter Querschnittsverwölbung 
näherungsweise behandelt. Bei einer Erweiterung dieser Unter- 
suchung auf den rhombischen Fall fand ich‘), daß in den sechs 
Fällen der Abb. 1 sich zwar große Verschiedenheiten ergeben, sich 
aber in allen. Fällen die Verhinderung bis in die Würfelmitte be- 
trächtlich auswirkt. Von diesem Gesichtspunkte aus könnte man 
eine Abänderung des von Schüter benutzten Zweiwürfelsystems 
im Sinne von Abb. 2 vorschlagen, denn és ist zu erwarten, daß 
das Aufleimen der Platten IV die Biegung so weit verhindern wird, 
daß man sich der reinen Gleitung auch in den Fällen a,, a,, ¢,, ¢, 
beträchtlich nähern wird. Obwohl auch diese Anordnung theoretisch 
nicht klar zu überblicken ist, dürfte der Versuch lohnen. Indessen 
kann man alle diese Schwierigkeiten durch die in II angegebene 
Methode umgehen. 


1) Vgl. *) der vorhergehenden Seite, S. 378. a ne 
2) R. Sonntag, Ing. Arch. IV. 8. 415. 1933; S. 166, 1934. 
3) Noch nicht veröffentlicht. 
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Il. Unmittelbare Messung von 8,,, 835, Se 


Nimmt man die bei rhombischem Versuchsstoff nach (1) geltenden 
Gl. (2) unmittelbar zur Grundlage einer Messung der drei Gleit- 
zahlen, so müssen dabei folgende Bedingungen erfüllt sein. 


(2) = Y,; — 2, = &,, zT, = og X, Y, = 


Abb. 3. 

eines Würfels aus rhombischem Stoffe. W= Holzwürfel, J—IV= Stahlplatten, 

'S=Stahlband, R=Roller, K= Kugeln auf Planplatte. Würfelorientierung: 
Messung von 


1. Das s,,-Hauptachsenkreuz des Versuchsstoffes muß mit dem 
in (1) vorausgesetzten übereinstimmen. 2. Die vier Tangentialdruck- 
komponenten müssen genau in den vier Würfelflächen angreifen, 
so daB keine Normalkomponenten auftreten. 3. Die Tangential- 
komponenten müssen gleichmäßig über die Würfelflächen verteilt 
sein. 4. Die Organe (Platten), welche die Tangentialdrucke auf die 
Würfelflächen übertragen, müssen nach Material und Form so be- 
schaffen sein, daß ihre Verformung vernachlässigt werden kann. 

Abb. 3 zeigt das Prinzip. Vier mit dem Würfel verleimte 
kräftige Stahlplatten greifen so durcheinander hindurch, daß der 
mit Stahlbändern S übertragene Zug tangential in den vier Würfel- 
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flächen angreift. Leitrollen gestatten eine Anordnung, bei der nur 
eine Kraft am ganzen System angebracht zu werden braucht. Auf 
technische Einzelheiten kann hier verzichtet werden. Gemessen 
werden entweder die Winkeländerungen oder die Längenänderungen 
der Diagonalen. 

Daß diese Methode meines Wissens bisher nie angewandt 
wurde, dürfte abgesehen von der technischen Seite an den ein- 
schränkenden Bedingungen liegen. Es gibt aber außer Holz, das 
mich zum Entwurf veranlaßte, noch manche anderen Stoffe, wie z.B. 
Celluloid, Bakelite, isotrope und anisotrope Kunststoffe geringer 
Starrheit, die hier in Frage kommen. Da bei Celluloid, Cellon und 
ähnlichen Stoffen genaue Verdrehungsmessungen möglich sind, so 
hat man darin geeigneten Kontrollstoff für die Ausbildung der An- 
ordnung, für die sich mannigfache Möglichkeiten ergeben. Spannungs- 
optische Untersuchung würde dabei die Erfülltheit der 3. Bedingung, 
zu der man die Untersuchungen von Wyss!) vergleiche, prüfen 
lassen. 

Grundsätzlich ließe sich der Würfel auch durch ein beliebiges 
Rechtflach ersetzen. Z. B. könnte man unter Beibehaltung des 
quadratischen Querschnitts die Abmessung parallel zur Gleitachse 
größer oder kleiner als die Quadratseite wählen; im letzteren Falle 
könnte die Anordnung auch dem Studium von Ansbeulerscheinungen 
dienen. Zunächst ist aber der Würfel das Gegebene. 


Bedingung 4 und damit auch 3 wären streng genommen nur 
dann erfüllt, wenn die in Spalte (1) bis (6) der Überblickstafel ge- 
gebenen Verhältniszahlen unendlich groß wären. Im allgemeinen 
dürften aber die vorliegenden Verhältnisse bei entsprechender Stärke 
der Platten genügen. Am ungünstigsten ist s,,/s im Falle der 
Nadelhölzer. Strenge Behandlung des Spannungszustandes im System 
Würfel mit Platten stößt auf Schwierigkeiten. Man vollziehe in 
Gedanken den Übergang von einem System, bei dem Würfel und 
Platten aus identischem Stoffe bestehen, zum Idealfall des gleichen 
Würfels, der mit unendlich starren Platten armiert wäre. Im ersten 
Falle erhält man Zugspannungslinien, die sich zwischen den beiden 
Kanten, an denen die Stahlbänder angeschlossen sind, zwiebel- 
schalenartig (im Schnitt) um die Diagonale gruppieren, an Intensität 
nach den beiden anderen Kanten hin rasch abnehmend, und ge- 
schnitten von entsprechenden Druckspannungslinien. Denkt man 
sich dann die Platten immer starrer werdend, so wird dieses 


1) Th. Wyss, Die in fasten 
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Spannungsbild mehr und mehr verschwinden und an seine Stelle 
wird mehr und mehr das bekannte Spannungsbild reiner Gleit- 
beanspruchung treten, bei dem im Grenzfalle unendlich starrer Be- 
legungen Zug- und Druckspannung aufeinander senkrecht stehende 
Gerade von gleicher Intensität sind. In diesem Grenzfall wäre die 
Dicke der Platten gleichgültig. In einem „technischen Grenzfalle“ 
genügt daher auch die Belegung des Würfels mit einem dünnen 
Stahlbande. Ein Modell dieses Falles läßt sich mit üblichem 
Gummischwamm und einer Belegung aus Papier improvisieren. (In 
einem solchen Falle ergab sich die Gleitzahl s, des Schwammgummis 
zu 5,29 cm?/kg, während nach Aufleimen starker Holzplatten auf die 
Papierbelegung 5,26 erhalten wurde, also innerhalb der Fehlergrenzen 
der gleiche Wert. Eine Drillungsmessung führte zu 5,2. Messung in 
der Anordnung der Abb. 2 ergab ohne die Platten IV die Zahl 6,83, 
dagegen nach Aufleimen der Platten JV auch hier den Wert 5,30. 
Genauere Messungen werden vorbereitet.) 

Im allgemeinen wird sich die Verwendung starker Platten 
empfehlen, um von vornherein deren Verformung auf einen nicht 
mehr in Betracht kommenden Betrag herabzumindern. Im übrigen 
ist weitgehende experimentelle Prüfung der Anordnung möglich. In 
der Überblickstafel sind aus vorliegenden $,, die zu erwartenden 
Winkel- bzw. Diagonalenänderungen in Spalte (7) bis (15) für den 
Fall berechnet, daß die betreffenden Tangentialkomponenten 1 kg/cm? 
betragen. Man sieht, daß es sich um bequem meßbare Größen 
handelt — etwa mit Hebelwerk für einen Spiegel zur Winkel- 
messung oder auch durch Verwendung moderner technischer Deh- 
nungsmesser zur Messung der Diagonalenänderung. Bezüglich der 
kleinen Normalkomponente, die infolge der Verformung des Würfels auf- 
tritt, überzeugt man sich leicht, daß sie außer Betracht bleiben kann. 

Die Anordnung der Abb. 3 läßt sich unmittelbar technisch aus- 
führen, wobei man das eine Rollenpaar umgehen und statt dessen 
diese Stahlbänder an einem Konstruktionsteil des Gesamtaufbaus 
anhängen wird. Vollkommner dürfte aber ein Gerät nach Abb. 4 
sein, zu dem einige technische Bemerkungen folgen mögen. 

Da es sich hier nicht um ein homogenes starres System 
handelt, so muß die Belastung der zylindrischen Zwischenstücke C 
auf deren Zylinderachse angreifen. Ersatz dieser Organe durch 
Kugeln wäre an sich bequemer, würde aber zu nicht zulässigen 
Normaldrucken der Platten auf den Würfel führen. Durch die Nut 
in C wird übrigens Labilität des Systems vermieden. Damit die 
Messung nach Drehung des Systems um 90° wiederholt werden 
kann, sind die Platten symmetrisch ausgebildet, was sich auch bei 


NY 
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Abb. 3 machen läßt. Diejenigen Plattenteile, die den Druck der 
Zylinderstücke C aufnehmen, werden am besten vom Hauptplatten- 
teil lösbar konstruiert, um die Möglichkeit geringer Nachjustierung 
zu erhalten. Das ist auch für das Ablösen der Platten vom Würfel 
bequemer. Erforderlich ist eine Vertikalführung des Querhaupts Q. 
Wegen der sehr kleinen Verschiebungen, die hier zu führen sind, 


Platte I 


bei Messung vom Spy 


Abb. 4. Anordnung zur unmittelbaren Messung der. Gleitzahlen eines Würfels 
aus rhombischem Stoffe 


eine weiche breite Blattfeder (von genügender Länge) zweckmäßig. 
Die Belastung des Systems, Y,Y2 bei Messung von s,,, kann durch 
ein Hebelwerk erfolgen (entlastet und gedämpft). Platten und die 
C-Stücke wird man mit Marken versehen zur Kontrolle richtiger 
Lagerung. Die eigentlichen Meßorgane lassen sich in beiden Vor- 
schlägen bequem mit den Platten verbinden. Auf die vielfachen 
Möglichkeiten der Messung der Winkel- oder Diagonalenänderung 
einzugehen erübrigt sich hier. Für den Fall, daß bei besonders 
weichem Versuchsstoff das Eigengewicht der Armierung stören sollte, 
könnte die ganze Anordnung auch wie bei Abb. 3 horizontal erfolgen. 
Die dann erwünschte Reibungsverminderung durch (drei) zwischen- 


: und um Verspannungen irgendwelcher Art zu vermeiden, ist hier 
£ 
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geschaltete Kugeln (Abb. 3) ist als eine von vielen Möglichkeiten 
zu bewerten. Will man s,,, 5,,, S,, am identischen Würfel messen, 
dann muß man drei etwas verschiedene Platten- und Zylindersätze 
vorsehen, weil nach jedem Ablösen der Platten die Würfelflächen er- 
neut behandelt werden müssen. Allerdings sind nach den Erfahrungen 
bei den Schlüterschen Messungen die elastischen Eigenschaften 
dreier Würfel, die in einem Stabe nebeneinander (in Richtung y) 
lagen, bei sorgfältiger Wahl der Probe nur sehr wenig verschieden. 

Die Verbindung der Platten mit dem Würfel kann nach Schlüter‘) 
durch Verleimen sehr vollkommen vollzogen werden. Hauptsache 
ist dabei sorgfältige Entfettung der Stahlfläche. Selbstverständlich 
sind die Würfel mit scharfem Fräser bei hoher Drehzahl genau zu 
fräsen und für das Verleimen muß man sich entsprechender Lehren 
von hoher Präzision bedienen. Die Verbindung senkrecht zu x oder z 
(vgl. Abb. 1) ist mit außerordentlich dünner Schicht erzielbar. Senk- 
recht y (Hirnschnitt) ist eine Eindringtiefe des Leims von einigen 
Zehntel Millimeter bei weichem Holze nicht zu vermeiden, es kommt 
hier viel auf die Sauberkeit der Holzfläche an. 

Ob man, was für rohe Messungen im Sinne der Materialprüfung 
erwünscht wäre, dazu gelangen kann, das Verleimen zu umgehen, 
muß der Versuch zeigen. Durch Aufrauhen der Platten (scharfer 
Feilenhieb) und leichtes Anpressen ist zweifellos sehr gutes Haften 
erzielbar. Das Anpressen könnte durch federnde Organe erfolgen, 
die man an den Teilen anbringt, welche den Druck der Zwischen- 
stücke C aufnehmen. Auch könnte man daran denken, die Platten 
mit einem Nutensystem zu versehen und durch dessen Evakuierung 
das Anpressen zu bewirken. Dann würde allerdings die dritte Be- 
dingung nicht ganz erfüllt, aber bei geeigneter Unterteilung wird 
der Fehler nach dem Saint-Venantschen Prinzip gering sein. Er- 
wähnt sei noch, daß an den Kanten, an denen sich theoretisch die 
Platten in parallelen Geraden zu berühren hätten, eine gewisse 
technische Unsauberkeit auftreten wird. Man wird hier die Kanten 
der Platten um einige Zehntel Millimeter abschrägen müssen, auch 
zur Entfernung von Leimspuren. Hierdurch bedingte Fehler werden 
aber bei sauberer Technik durchaus innerhalb der durch manche 
anderen Ursachen gegebenen Fehlerquellen bleiben. 


III. Theoretische Bemerkungen 
RR er ist zu beachten, daß im allgemeinen Falle triklinen Stoffes 
oder auch bei beliebig orientiertem rhombischen Stoffe, im Gegensatz 
zu Verdrehungsmessungen an elliptischen en. bei der Würfel- 
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methode nicht einfach die gestrichenen Größen s4, 835, og gemessen 
werden. Infolge der eintretenden Verhinderungen von Nebeneffekten 
wird man kleinere Werte messen als die gestrichenen Gleitzahlen, 
Werte, die sehr komplizierte Funktionen der Haupt-s,, sein können. 
Da eine nicht korrekte Lage der s,,-Hauptachsen rhombischen Holzes 
sowohl bei Verdrehungsmessungen wie bei den Würfeln vorkommen 
kann, so sei hier ein einfaches Zahlenbeispiel gegeben. Als Ver- 
suchsstoff liege vor Spruce mit den in (3) zusammengestellten und 
für die Rechnung als streng richtig definierten s,,-Werten aus der 
unter 1) und 5) angeführten Arbeit. 
0,2160 s,,= 15,70 
(3) (55, = 0,587.0 = — 5,170 = 279,0 x cm?/kg. 
 s,=-— 03330 11,50 
Nun werde angenommen, daß der Stoff mit einer Verdrehung von 5° 
um z=z’ in den Verdrehungsstäben (elliptischer oder kreisförmiger 
Querschnitt) und bei der Würfelmessung verwendet werde, was natür- 
lich einem sehr groben Orientierungsfehler entspräche. Dann be- 
rechnen sich nach bekannten Transformationsformeln die s,.(2z = 2’, 5°) 
zu den in (4) angegebenen Werten. Der Versuchsstoff Spruce 
erscheint jetzt „pseudomonoklin“. 
15,847.1 83g = — 0,253.6 = 17,700.1 
820 = 0,660.68 83, = — 5,132.4 55, = 276,700.0 


1 


— 1,744.0 — 0,845.6 85 = + 0,8603 | x 10-5 
sig = — 22,860.8 


844 = 824 = 834 = $95 = = = O 


Verdrehungsmessungen würden einwandfrei 84, 855, Ss ergeben; 
anders bei der Würfelmessung: 

1. Wirfelbelastung im Sinne von Y’,+0. Nach (1) ist 
—y,=s,Y, 2,=s4Y,- Da die Anordnung in- 
folge der starren Armierung eine Ausbildung von — 2, nicht zuläßt, 
also 2,'= 0 erzwungen wird, so tritt sekundär Z,’+ 0 auf und man 


erhält 
y. AR 
(su = —* = 1,1195. 
z 9,5 
2. Würfelbelastung im Sinne von Z/+0. Man erhält analog 


| G 
94 


833 == = 12,10 0,293.4 = 11,658.4 cm?/kg. 


| x 
= % 
vip’ 
. 
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3. Würfelbelastung im Sinne von X,’+0. Nach (1) würde man 
bei freier Ausbildung aller Verformungen haben 
= 
In der Würfelanordnung sind aber die drei Dehnungen, wenn auch 
nicht restlos, so doch weitgehend verhindert. Nimmt man für die 
Rechnung die völlige Verhinderung an, so treten sekundäre Drucke 


X,, Y,,Z, auf und die Rechnung ergibt, wenn in den Determinanten 
statt einfach hk geschrieben wird: 


85 D+ + + Da 


= 10,277.1- kg, = 


1111213] 161213] 111613 
D=/212223|, D,= 262223 , D,= 212623|, D,= 212226 - 

31 32 33 36 32 33 313633 31 3330| 
Zum sei noch zusammengestellt: 


8-- S66 


Bei der 3. Berechnung ist zu bemerken, daß — z,’ offenbar am 
wenigsten verhindert werden wird und daher s¢/c wahrscheinlich 
erheblich näher an 1 liegend gemessen werden würde. Jedenfalls 
aber werden bei dieser Drehung um z im Würfelapparat kleinere 
Werte als sj4, 855, sg gemessen. Diese Tatsache würde sich ver- 
werten lassen zur grundsätzlichen Prüfung der Frage, ob die Haupt- 
achsenlage des als rhombisches System betrachteten Holzes wirklich 
genau die in Abb. 1 angenommene ist. Ich bin auf dieses Problem 
schon in der unter I. genannten Arbeit!) eingegangen (a. a. O. S. 378). 
Der grundsätzlich richtige Weg wäre hier die Messung der*Winkel- 
änderungen eines allseitig gleichem Drucke ausgesetzten Würfels, 
die im Falle der Hauptachsenlage verschwinden müßten, 


1) Ztschr. f. techn. Phys. 12. 1931. 
Celle, StraBe 29. 


jegangen 26. Mai 1943) ab 


Zur Ehsorte des dichtemodulierten Elektronenstrahls 
bei endlicher Stromdichte 


Verwendete Bezeichnungen: 


= Gleichstromgeschwindigkeit des Elektronenstrahls, 
v, = Elektronengeschwindigkeit hinter dem Steuerspalt, 
= Lichtgeschwindigkeit in cm/sec, 
4 = Wellenlänge in cm, 


o= Sse Kreisfrequenz der 


ü = Steuerspannung, Re 
a= - Aussteuerungsgrad, 
o 

t = laufende Zeit, 

t = Austrittszeit der Elektronen aus dem Steuerspalt, 
T, = Laufzeit, definiert in Gl. (26), 
8 = Ortskoordinate (Abstand vom Steuerspalt), Ara 
e= Raumladungsdichte in Coul./cm®, 


j = Strahlstromdichte in Amp./cm’, 
jo = Gleichstromdichte des Elektronenstrahls in Amp./cm’, 
= Amplitude der p-ten Harmonischen der komplexen Fourierzerlegung der 
Stromdichte, 
5, = Amplitude der p-ten Harmonischen der reellen Fourierzerlegung der 
Stromdichte, 
j, = Kritische Stromdichte, definiert in Gl. (14), 
250’ 


D- sh [em/sec*), 
Jp = Funktion mit dem Index p, 


i=Y-1. 


1. Binleitung 
Ein von der Kathode K (Abb. 1) ausgehender Elektronenstrahl 
wird durch eine Gleichspannung U, beschleunigt und durchläuft an- 
schließend in einem (als unendlich dünn angenommenen) Steuerspalt 9 
eine zeitlich, beispielsweise sinusförmig veränderliche Steuerspan- 
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nung & (); durch @ wird die Strahlgeschwindigkeit „moduliert“ (Abb. 2), 
Diese Geschwindigkeitsmodulation bringt bei der Weiterbewegung 
des Strahls eine Dichtemodulation in der Strahlrichtung hervor: 
Elektronen, die den Steuerspalt zu Zeiten eines Geschwindigkeits- 
anstieges passieren, werden „verdichtet“, da später austretende Elek- 
tronen zufolge ihrer etwas höheren Geschwindigkeit die früher aus- 
getretenen ein- und überholen. Umgekehrt werden die zu Zeiten 
einer Geschwindigkeitsabnahme durchtretenden Elektronen ausein- 
andergezogen. An einer Stelle s hinter dem Steuerspalt weist der 
ursprünglich in seiner- Geschwindigkeit und Dichte homogene Strahl 
eine zeitlich periodisch schwankende Stromdichte aut. 
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# 
—} Vo 
a(t) 
Abb. 1 Abb. 2 


Abb. 1. Anordnung zur Dichtemodulation eines Elektronenstrahls 
Abb. 2. Zeitlicher Verlauf der Elektronengeschwindigkeit beim Austritt aus 
dem Steuerspalt bei sinusférmiger Steuerspannung 


Ein solcher Mechanismus wird nach Brüche und Recknage??) 
als Phasenfokussierung bezeichnet. Er besitzt insbesondere im Zu- 
sammenhang mit der Erzeugung kurzer elektrischer Wellen eine 
praktische Bedeutung. Über die Fokussierungseigenschaften eines 
solchen Systems. gibt eine kinematische Betrachtung Aufschluß?). 
Sieht man von den elektrostatischen und magnetischen Kräften im 
Strahl ab, so bewegen sich die Elektronen hinter S kräftefrei; jedes 
Elektron behält die Geschwindigkeit bei, die es bei Austritt aus S 
besaß. Ist ¢ die laufende Zeit, x die Austrittszeit aus S, v,(z) die 
Geschwindigkeit beim Austritt, so gilt für den zurückgelegten Weg 
hinter dem Steuerspalt 

— 7). 
In einem s,t-Diagramm (Elektronenfahrplan) bilden die Bahnen eine 
Geradenschar mit r als Parameter. Die Einhüllende dieser Schar 


1) Brüche u. Recknagel, Ztsehr. f. Phys. 108. S. 459 1938. 
2) Vgl. F. Borgnis u. E. Ledinegg, Ztechr. f. techn Phys. 21. 8. 256 
1940 und dortige Literaturhinweise. 


| 
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ist der Ort aller Punkte, in denen sich bei S zeitlich benachbarte 
Elektronen treffen; in Analogie zu optischen Erscheinungen wird sie 
auch als Kaustik, der Steuerspalt als Linse bezeichnet (Abb. 3). Auf 
der Kaustik wird die Strahl- 
strömdichte unendlich. Ein be- 
sonders ausgezeichneter Punkt 
der Kaustik ist die Spitze F;; dort 
treffen sich nicht nur zwei be- 
nachbarte Elektronen, wie auf 
den übrigen Punkten, sondern 
drei. Die Stromdichte wird dort 
von höherer Ordnung unendlich, 
die Spitze F bildet einen Fokus 
zweiter Ordnung. Über den zeit- 
lichen Verlauf der Stromdichte 
an irgendeiner Stelle s hinter der 
Linse geben die kinematischen 
Betrachtungen ebenfalls Auf- 
schluß. DieStromdichteschwankt 
periodisch. Im Fokus besitzt sie 
eine Unendlichkeitsstelle, für 
$> sr geht sie 2 mal innerhalb einer Periode durch unendlich, wie 
aus Abb. 3 abzulesen ist. Für praktische Anwendungen ist meist 
weniger der Verlauf der Strahlstromdichte or - deren zeitliche 


r ¢— 


Abb. 3. Einhüllende der Bahngeraden 

(Kaustik) beizeitlich periodischer Steuer- 

spannung. Die eingezeichneten Bahn- 

geraden entsprechen den Werten gréBter 

und kleinster Austrittsgeschwindigkeit 
am Steuerspalt 


280 


Abb. 4. Grundwellenamplitude j, der Stromdichte in Abhängigkeit ı vom Ab- 
stand s vom Steuerspalt bei kleiner sinusförmiger Steuerspannung und Ver- 
nachlässigung der Raumladung 


Fourierzerlegung, d. h. die Amplituden der Grund- und der Ober- 
wellen in Abhängigkeit von s von Aufschluß. Abb. 4 gibt als Bei- 
spiel den Verlauf der Größe j,/2j, @, Amplitude der Grundwelle, 
jo Gleichstromamplitude) bei kleiner sinusförmiger Modulation. Die 
Ordinate stellt zugleich, wie sich leicht zeigen läßt, den ideellen 
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Wirkungsgrad bei der Schwingungserzeugung mit derartigen An- 
ordnungen dar’). 

Die kinematischen Betrachtungen vernachlässigen die elek- 
trischen und magnetischen Kräfte im Strahl. Man wird jedoch er- 
warten können, daß die „Güte“ der Fokussierung besonders durch 
die Raumladungswirkung, d.h. die abstoßenden Kräfte der Elektronen 
im Strahl bei höheren Stromdichten beeinträchtigt wird. Die 
folgenden Untersuchungen vermitteln einen Einblick in die Wirk- 
samkeit der durch die Raumladung hervorgerufenen Kräfte. Voraus- 
gesetzt wird eine sinusförmig modulierte Linse. 


Ein geradliniger Strahl von begrenztem Querschnitt, der aus der 
Öffnung des Steuerspaltes heraustritt, ist zweierlei Effekten unter- 
worfen: der radialen Aufspreizung und der axialen „Dekompression“. 
Vom ersteren Effekt sehen wir im folgenden ab, da wir ein ebenes 
Problem behandeln, d.h. den Strahl in zu seiner Bewegungsrichtung 
senkrechten Ebenen als unendlich ausgedehnt betrachten. Der Strahl- 
aufspreizung läßt sich durch elektrische oder magnetische Linsen 
begegnen; die axiale Dekompression kann man jedoch keinesfalls 
beseitigen. 


2. Die Bahngleichung der Strahlelektronen 


Wir betrachten eine unendlich ausgedehnte ebene Elektronen- 
strémung (Abb. 5). Die elektrische Feldstärke E besitzt nur eine 


Komponente parallel zu s und a ‚eine Funktion von s und der 


Zeit Aus dem Steuerspalt 
trete ein zeitlich konstanter 
Strom mit der Stromdichte j, 3 
(wir beziehen uns im folgenden 

stets auf eine Fläche von 1cm?), 
dessen Trägereinezeitlichmoeu- 
lierte Geschwindigkeit v,(r) ber 
sitzen; r ist die Startacit der 


Elektronen am Steuerspalt, 
die laufende Zeit. Magnetic 
Wirkungen werden auBer acht Abb. 5 


gelassen, eine Berücksichtigung Schema der betrachteten Anordnung 
derselben ist im Rahmen einer 


. Behandlung als ebenes Problem nicht möglich. Da die magnetischen 
- ‘Kräfte, wie bekannt, der abstoßenden Wirkung der elektrostatischen 
Kräfte entgegen gerichtet sind, wirken sie sich nur günstig aus. 


2 
e 
D 1) D. L. Webster, J. appl. Phys. 10. 8. 501. 1939. Paes =: SIE 


‘ 
— — 
. 
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Die Bewegungsgleichung fiir ein Elektron lautet unter 
Voraussetzungen 
(I) ms = e E(s,t). 


Die Integration vou: (I) liefert 
s=$ ik; T); 
die Startzeit r tritt als Parameter auf. (I) kann man somit oe 
denken in der Form 
.. e 
(Ia) „E t, 


Eit,r) ist die das zur Zeit r gestartete Elektron ‘itl begleitende: 
Feldstärke. Die Raumladungsgleichung lautet im En MaB- 
system (¢ = 0,886-10—1%) für das ebene Problem 


(II) 


cs 
wenn o die Raumladung in Coul./cm? bedeutet. 
Als dritte Grundgleichung benötigt man die Beziehung für den 
totalen Strom 7, der sich aus Konvektions- und Verschiebungsstrom 
zusammensetzt: 


an) 


Mit (la) und (II) folgt 


(s(t, 0,0 ds OF (s(t. 1), 0 
j(i=e ds di + at )- 


Der Term auf der rechten Seite stellt die partielle Ableitung von E 
—_ t bei festgehaltenem r dar; es ist 


Eis[t, rt). „IE de 


T=const 7 8 


un läßt sich daher schreiben!) a 


Wir setzen im folgenden den äußeren Strom als zeitlich konstant 
voraus; mit j(f) = j,. folgt 


OE . 
(1) 
Durch Integration erhält man 


(2) Ei, = (t— 1) + E,(r), 


1) Vgl. dazu W. O. Schumann, Ann. d. Phys. 15. 8. 843. 1932 und 
J. Müller, Hochfr. Techn. u. Elektroak. 41. 156. 1933. 
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wenn E, die zur Startzeit an der Linse wirksams Feldstärke bedeutet. 
Damit wird aus (La) 


(3) „Ein. 

Hieraus durch Integration 

und 


Wir setzen im folgenden E,(r) an der Linse gleich Null; führen 
wir weiterhin zur Abkürzung ein 


@) D= th, 

so folgt mt (5) 
D 

(7) 8 = 7) + 2. 


Der Einfluß der Raumladung drückt ics in dem mit D behafteten 
Glied in (7) aus; das Verhalten ohne Berücksichtigung der Raum- 
ladung erhält man im Grenzfall verschwindender Stromdichte mit D =0. 
Die angegebenen Gleichungen gelten nur unter der Bedingung, 
daß sich Elektronen im Strahl nicht überholen; andernfalls träfe 
man an Orten hinter solchen Überholungsstellen Elektronen mit 
(endlich) verschiedenen Geschwindigkeiten an. Dies widerspricht aber 
der Gl. (IIT), bei der nur Elektronen einer einzigen Geschwindigkeit v 
angesetzt sind. Alle folgenden Überlegungen gelten daher nur bis 
zu jenen Stellen des Elektronenstrahls, wo sich Elektronen erstmalig 
einholen oder — und auf diesen Fall werden wir besonders ein- 
E gehen — die Verhältnisse liegen so, daß überhaupt keine Ein- bzw. 
Überholungen eintreten. 
Die Geschwindigeit v, beim Austritt der Elektronen aus der 
| Linse ist eine Funktion der Startzeit r. Bei sinusförmiger Steuer- 
spannung gilt 


(8) 
wobei €, die durch die Beschleunigungsspannung U, _vermittelte 
Strahlgeschwindigkeit beim Eintritt in die Linse, w die Kreisfrequenz 


a der Steuerspannung und « den Aussteuerungsgrad bedeuten. Für 

kleine Aussteuerungen machen wir von der Entwicklung 

(9) = 0, (1 + zeinor+. 


. 
Gebrauch. 


für das Auftreten einer Kaustik 
Die Bahnen der Elektronen mit der Startzeit r als Parameter # 


- wurden durch (7) beschrieben; ihre Einhüllende liefert die Kaustik. 3 
Es ist mit (7) E 


Durch Differentiation nach r (gekennzeichnet durch einen Punkt) folgt 
0 


(10) v 


Gl. (7a) und (10) liefern zusammen die Parameterdarstellung der 
Kaustik mit r als Parameter. ¢ — r ist die Laufzeit eines Elektrons 
von der Linse bis zur Kaustik. Man erhält dafür aus (10) 


(11) ER: (14 /1-2D%). 


D,v, und ö,? sind positiv, daher ist 


t—r entweder a) positiv 


oder b) komplex, a 
wenn a) der positive Bereich von 6, genommen wird (Dur in diesem 2 
Bereich tritt eine Einholung ein) und 2D- ; <1 oder b) für aller 4 


(12) 9D 

£ 
erfüllt ist. Im letzteren Fall tritt hass keine Überholung : 
benachbarter Elektronen mehr ein. Für sinusférmige Aussteuerung 2 


folgt mit (8) und (12) 


8D (l+asin wt)! 
a? cos* 


2D 
% 


Dies ist für alle r der Fall, wenn 


(18) sp >1. 


Mit Einführung von D aus (6) definieren wir eine yin Strom-. 
dichte“ 


e «a? w* By 


(14a) 


Beim (1 - a): 


oder mit Einführung der Wellenlänge 2 = = 


m B,* 
schleunigungsspannung U, = 


(2e/m)'"* (1—a)* 
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U," 

Mit (13) folgt dann: 


„Ist die Strahlstromdichte größer als die unter (14) angegebene 2 
kritische Stromdichte j,, so holen sich die Strahlelektronen 
infolge der Raumladungswirkung nirgends mehr ein“. 

Z. B. erhält man bei U, = 1600 Volt, A= 20cm und « = 0,1 eine 
kritische Stromdichte j,= 15,6 mA. Bereits bei dieser Stromdichte 
tritt unter den gewählten Verhältnissen keine Fokussierung in dem 
bisher gebräuchlichen Sinn mehr auf. Das Beispiel zeigt, daß im Fall 
des ebenen Problems schon bei relativ geringen Stromdichten der 
Einfluß der Raumladung erheblich werden kann. 

Wir werden einem wesentlichen Teil der folgenden Betrachtungen 
die Voraussetzung j,>j, zugrunde legen; damit erfüllen wir die 
oben erwähnte Bedingung, daß nur Elektronen einerlei Geschwindigkeit 
vorhanden sind, an allen Stellen hinter der Linse. Die übrigen Be- 
trachtungen, bei denen j,< 7, nicht vorausgesetzt ist, gelten nur 
bis zu der in diesem Fall vorhandenen Kaustik. 

Mit (7) und (10) läßt sich eine Abschätzung gewinnen, wann die 
Raumladungswirkung vernachlässigt werden kann; wir beschränken 
uns dabei auf kleine Aussteuerungsgrade Für j,= 0 und kleine « 
ergibt sich für die Lage $y der Spitze (vgl. Abb. 3) und die zugehörige 


Aus (10) sieht man, daß der Raumladungseinfluß vernachlässigt 
werden kann, wenn 


(16) 


[Unter dieser hiss ist auch in (7) das mit D behaftete Glied 
vernachlässigbar.] Für praktische Zwecke genügt es, die Verhältnisse 
bis etwa zum doppelten Abstand der Spitze zu betrachten. Mit (15) 
folgt dann aus (16) 


(17) 


3 
: 5 


zahlenmäßi 
Mit Einführung von j,, A und U, erhält man Te Serna 
¥, 
1) F.Borgnis u. E. Ledinegg, a. a. 
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Bei Stromdichten nach (18) ist bis zum doppelten Fokusabstand bei 
kleinen Aussteuerungen der Einfluß der Raumladung vernachlässigbar. 
4. Kaustik und Stromdichte 

Für j,< j, ist eine Kaustik als Einhüllende der Elektronenbahnen 
nach (7) vorhanden. Ihre Gleichung mit r als Parameter lautet mit (7a) 
und (11) unter Einführung von (8) bei beliebiger Aussteuerung 


V1 + asin @r(t— N— (t — 0 


coset fe _8D asin on: \, 


2DY1 +asinar a? @*B,cos*at | 


7 
t 
iy 
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=O 
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Abb. 6. Verlauf der Einhüllenden der Bahn- Abb.7. Prinzipieller Verlauf der Kaustik 
geraden (Kaustik) bei verschiedenen Werten bei verschiedenen Stromdichten 
der Stromdichte (bzw. von D), berechnet naclı (D<D,<D,<D) 
Gl. (19) mit den Werten «=0,5, T=1, »=20 für sinusförmige Steuerspannung. D,, ent- 

für sinusförmige Steuerspannung spricht dem kritischen Wert der Stromdichte 


Abb.6zeigtfür -=0,5 die Einhüllende, berechnet nach(19)für einige Werte 
von D. Im Prinzip hat die Kaustik eine sichelartige Form, Im Grenzfall 
verschwindender Stromdichte (D = 0) ist die obere Spitze der Sichel 
ins Unendliche gerückt: mit zunehmender Dichte schrumpft sie bis 
auf einen Punkt zusammen, der bei der kritischen Stromdichte j, 
erreicht wird. Für größere Stromdichten existiert, wie besprochen, 
keine Kaustik mehr (Abb. 7). 

Die Stromdichte j an einem Ort s in Abhängigkeit von der 
Zeit t ist gegeben durch’) x 
(20) i= i, (5, ), 2 


1) F. Borgnis u. E. Ledinegg, 2. f. techn. Phys. 21. S. 256. 1940 u. a 
23. 8. 306. 1942, 2 
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Aus (7) folgt durch Differentiation nach r bei konstantem s 


(5.1) 


und hieraus 


D 
Ly en 
Damit nach 20) 


Dieser Ausdruck für die Stromdichte zählt nur die Elektronen, die 
innerhalb der zu den betrachteten Bahnen gehörigen Periode aus- 
getreten sind. Für den Fall, daß sich Elektronenbahnen verschiedener 
Perioden schneiden sollten, ist dieser An- ' 
teil zu (20) besonders hinzuzufügen. Wenn 
keine Kaustik existiert, läßt sich leicht 
nachweisen, daß keinesfalls solche Über- 
schneidungen von Elektronenbahnen aus 
verschiedenen Perioden vorkommen; wir 


Be werden hiervon weiter unten Gebrauch 
machen. 

i Auf der Kaustik wird die Stromdichte 
unendlich, da der Nenner von (20) zu- 
p, ent- folge (10) verschwindet. Es sei bemerkt, 
ndichte daß die Strom- bzw. die Raumladungs- 


dichte auch bei der strengen Berück- 
sichtigung der elektrischen Kräfte im i 
Strahl den Wert Unendlich annehmen 
kann. Die elektrische Feldstärke bleibt, Abb-8. Prinzipieller Verlauf des 
wie man aus (2) erkennt, immer endlich ag meteng engen: 

a neq der Kraft auf ein Elektron an 
und damit auch die Kraft auf ein einzelnes giner Stelle unendlicher Raum- 
Elektron. Das Feld besitzt an der Stelle, ladungs- bzw. Stromdichte 
wo die Dichte unendlich ist, lediglich 
eine unendlich steile Tangente (Abb. 8). Dieser Umstand rührt von 
der Behandlung des ebenen Problems her, bei dem von vornherein 
radiale Kräfte ausscheiden. In Wirklichkeit werden wegen des end- 
lichen Strahlquerschnitts radiale Kräfte eine unendliche Dichte auf 
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Für j,>j, ist eine Kaustik und damit Stellen unendlicher 
Dichte nirgends mehr vorhanden. Die Stelle der Kaustik vertritt 
dann etwa die Kurve der maximalen Stromdichte im s, t-Diagramm. 
Man gewinnt sie prinzipiell aus (22) durch Differentiation unter 
Hinzunahme von (7). Wir gehen hier nicht weiter darauf ein, da 
sie praktisch nicht so sehr von Interesse ist. Von größerer Bedeutung 
ist die Fourierzerlegung der Stromdichte nach der Zeit in ae 
von 8, der wir uns im folgenden zuwenden. tp 


5. Fourierzerlegung der Stromdichte 


Wir beschränken uns auf kleine Aussteuerungen und Bis 
dichten, die oberhalb der kritischen Stromdichte liegen; hier haben 
unsere Ausgangsgleichungen uneingeschränkt Geltung. Die Fourier- 
zerlegung der FENG in komplexer Form a 


(23) 


+x 


Unter Einführung von (20) folgt mit Transformation auf r 


+2 


(25) } f 


Zur Ausführung des Integrals in (25) benötigt man £(r), das implizit 
durch (7) gegeben ist; man hat dabei eine Gleichung dritten Grades 
aufzulösen. Für kleine & können wir so vorgehen, daß wir uns £(r) 
aus (7) zunächst für « = 0 gelöst denken. Führt man für (t — r)a=o 
noch T, ein, so folgt mit (7) 
(26) 2 
mit einer reellen Lösung 
(27) T, = T,(8, %, D). 
Man erhält z. B. bei Auflösung durch Hyperbelfunktionen 
38VD 

T, =2)/ —- 3 t 
(28) V p mit Sing = 
Die RR bg „gestörten“ Gleichung (26) bei kleinem «: 


+ 6, (14 $sin or)¢—1)—s = 0 
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folgt unter Beschränkung auf Glieder 1. Ordnung in « (beispielsweise 
nach der „regula falsi“) zu 


M 


Damit folgt aus (25) mit or = 


+x 


- ip 


+x 


1 eit Sins —ipz dz 


In 


J (2) = -, 


» 


folgt, wenn wir noch die Amplitude der reellen Fourierzerlegung 
j,= 2]j,| einführen, die pte Harmonische der Stromdichte aus 


1 je «0%, T, 
(32) que J ip 
Für verschwindende Stromdichte erhält man 


D=0 (7, = € aus (26)) 


in Ubereinstimmung mit einem bekannten Ergebnis von Wetec 
Der Ausdruck 7, /2),, den wir mit 7 bezeichneten, stellt gleichzeitig 
den ideellen Wirkungsgrad bei der Schwingungserzeugung durch 
dichtemodulierte Elektronenstrahlen dar. 

Abb. 9 gibt für ein Zahlenbeispiel (U, = 1600 Volt, A = 20cm, 
« = 0,1) den Verlauf »(s) nach (32) für die Grundwelle (p=1). Bei 
verschwindender Raumladung erhält man den bekannten Verlauf mit 
einem Maximum von 7= 0,58. Die kritische Stromdichte, oberhalb 
derer die Beziehung (32) erst gilt, liegt bei etwa 13 mA?) Der 


1) D.L. Webster, a. a. O. 


2 
2) Diesen Wert erhält man aus j, = 18, m D,' 


, das ist die Beziehung (14c) 


für kleine «. Nachdem wir uns in diesem Abschnitt auf kleine « beschränken, 
hat man konsequenterweise im Nenner von (14c) « gegen 1 zu vernachlässigen. 
Der genaue Wert von j, nach (l4c) ist 15,6 mA; man sieht, daß der Fehler 
noch bei a = 0,1 nicht sehr groß ist. 


id 1 a 
Pp a@8 
= J - 


o+o 
IE 
DT. 
2 (u de 
- - Pe 
Mit Einführung der Besselschen Funktion 
aig 
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5. Folg 


Maximalwert von 7 für 15 mA liegt bei 0,42; er fällt mit zu- 
nehmender Dichte. Die Raumladung wirkt sich mit steigender 
Stromdichte merklich auf die Grundwelle der Stromdichte bzw. den 
Wirkungsgrad aus. 

Aus (32) erhält man in Verbindung mit (28) den Verlauf der 
Grundwelle und der Oberwellen der Stromdichte an allen Orten s 
hinter der Linse; die Stromdichte muß dabei oberhalb der kritischen 
Stromdichte liegen. 


6 a 
7 “Jo 
ger 
/ 
j \ 
g2r \ 
\ 
\ 
gir \ 
\ 
500 


O24 6 8 1) jt 16 TR Noam 


i Abb. 9. Abhängigkeit der Grundwellenamplitude 5, 
der Stromdichte vom Abstand s von der Steuerlinse bei verschiedenen Werten 
der Einströmung für sinusförmige Steuerspannung (« = 0,1) 


Die maximal erreichbaren Werte von „= 3; in Abhängigkeit 
0 


Arguments von J, nach s gewinnen. Wie wir gleich zeigen, bleibt 
in dem Geltungsbereich von (32), d.h. für 7, > j,, das Argument 
von J, stets unter p; somit befindet man sich unterhalb des ersten 
Maximums von J »» Wo J, eine monoton wachsende Funktion ist. 
Es genügt deshalb, zur Feststellung der Maximalwerte von 7 das 
Maximum des Arguments von J, festzustellen. Man erhält aus (32) 
den Maximalwert von » für den T,-Wert 


und damit max selbst zu 
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Die zugehörige Stelle s,, an der das Maximum der pten Harmo- 
nischen RR folgt mit T, nach (34) aus (26) zu 


(36) 


ist, daß s, unabhängig von p, » und ‘ist, 
| Stelle s, haben daher alle Harmonischen ihr Maximum, Von « ist, 
da (36) nur für kleine @ gilt, s, in erster Näherung unabhängig; 


0 WM i00 


Abb. 10. Abhängigkeit des Maximalwerts j,,, der Grundwelle der Stromdichte 
von j./V U, (Einströmung j, in mA/cm?, Beschleunigungsspannung U, in kV) 
mit der Wellenlänge 4 als Parameter für eine Aussteuerung von «=0,1 


bei größerer Aussteuerung wird eine Abhängigkeit von « auftreten '). 
Auch für j,<}, wird s,, selbst bei kleinen Aussteuerungen, von p, 
® und « abhängig werden; dies zeigt der Wert von s, bei alee 
schwindender Stromdichte, der aus (33) fir p=1 z.B. ee 


~1,84- 2% 
p=1 

gefunden wird?) 
Die Verschiedenheit der Dichteverhältnisse in Si CE Bereichen 
jo}, macht es verständlich, daß in den beiden Bereichen so ver- 
eg Gesetzmäßigkeiten wie beispielsweise für s, herrschen. 


1) Zur Möglichkeit der Fourierzerlegung der Stromdichte bei größerer 
Aussteuerung vgl. Ztschr. f. techn. Phys. 23 (1942) 8.307ff. Gl. (9) bis (19). 
Die Amplituden der Harmonischen ergeben sich nach dem gleichen Vorgang 
in der Form schnell konvergierender Besselfunktions-Reihen. 

2) D. L. Webster, a. a. O. 
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Die Gültigkeit von (35) ist durch den minimalen D-Wet — 
nach (13) begrenzt. Setzt man D,,, in das Argument von (35) ein, 
so erhält. man 

im < J 


wie oben bemerkt. Zahlenmäßig liefert (35) mit Einführung von 4 = 
und U, 


Jo 


a 
(3,64 p * (gültig für PD); 
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Abb. 1 Abstand der Stelle maximaler Stromdichte von der Steuerlinse 5, ‘ 


in Abhängigkeit von der Einströmung,, (in mA/cm?) mit der Beschleunigungs- - 2 
spannung T, (in Volt) euerungen hr. 

ebenso aus (36) 3 
(36 a) 5, 


Abb. 10 zeigt ‘den Verlauf von „,„ für die Grundwelle (p = 1) 
als Funktion von j,/YU, bei einer Aussteuerung von a=0,1. 
Abb. 11 gibt den Ort s, des maximalen 7 als Funktion der Strom- 
dichte mit U, als Parameter. a 

Den vorangehenden Betrachtungen liegt die Annahme E,=Oam 
Steuerspalt zugrunde. Eine zeitliche Schwankung von E, kann bei 
konstanter Stromdichte j, für kleine Aussteuerungen und schmalen 
Steuerspalt in erster Näherung vernachlässigt werden, wie eine ein _ 
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fache Betrachtung zeigt. Es bereitet keine prinzipielle Schwierigkeit, 
die Rechnung in analoger Weise auf den Fall E,+ 0 zu erweitern. 
Hierzu bedarf es weiterer Voraussetzungen über die Anordnung, in 
der sich der Elektronenstrahl bewegt. Ist die Elektronenströmung 
z. B. zwischen zwei im Abstand d befindlichen metallischen Ebenen 
eingeschlossen, die auf gleichem Potential gehalten werden, so tritt 


am Steuerspalt ein mittleres Gegenfeld E, = — J auf. Ein solches 


Gegenfeld wird man jedoch wegen seiner ungünstigen Wirkung auf 
die Fokussierung zu vermeiden trachten; wird es durch eine zwischen 
den Ebenen angelegte Spannung auf Null kompensiert, so ist der 
hier behandelte Fall E,= 0 realisiert. 

In Wirklichkeit liegen die Verhältnisse im allgemeinen zweifellos 
günstiger, als die vorstehenden Rechnungen ergeben, und zwar wegen 
des endlichen Strahlquerschnitts. Die Raumladungswirkung ver- 
ringert sich hier gegenüber der Wirkung bei unendlich aus- 
gedehnter Strömung unter Umständen beträchtlich". Man wird 
daher in praxi günstigere, d. h. höhere Werte von j, und 7, als 
oben oo erwarten diirfen. 


6. 


ee wird der Einfluß der Raumladungskräfte in einem 
ebenen geschwindigkeits- und damit dichtemodulierten Elektronen- 
strahl. Zufolge der zeitlich schwankenden Austrittsgeschwindigkeit 
an der „Steuerlinse‘“ können sich Strahlelektronen längs ihrer Bahn 
ein- und überholen. An den Überholungsstellen wird die Strom- 
dichte unendlich, die beteiligten Elektronen werden dort „fokussiert“. 
Die abstoßenden elektrischen Kräfte im Strahl wirken einer solchen 
Fokussierung entgegen; bei geringen Stromdichten kommt trotzdem 
eine Fokussierung zustande. Es existiert jedoch eine „kritische 
Stromdichte“ j,, bei deren Überschreitung die Raumladungskräfte 
eine gegenseitige Einholung von Strahlelektronen gänzlich verhindern. 
Bei Stromdichten oberhalb der kritischen Stromdichte findet keine 
Fokussierung im üblichen Sinn mehr statt. 

Für die unendlich ausgedehnte ebene Klektronenströmung 
wird für den Fall verschwindender Feldstärke an der Steuerlinse 


1) Dies zeigt die Betrachtung der elektrostatischen Verhältnisse einer 
axialsymmetrischen kreiszylindrischen Raumladungsverteilung zwischen zwei 
auf gleichem Potential befindlichen, ‚unendlich — 
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die kritische Stromdichte j, für eine sinusférmige Steuerspannung 
angegeben, ebenso eine Abschätzung, bei welchen Stromdichten 
die Raumladungskräfte vernachlässigt werden können. Für Strom- 
dichten unterhalb j, werden die Fokussierungsverhältnisse unter- 
sucht. Für Stromdichten oberhalb j, liefert die zeitliche Fourier- 
zerlegung der Stromdichte bei kleinen Aussteuerungen ein Bild 
von der räumlichen Verteilung der Amplituden der Grundwelle 
und der ÖOberwellen der Stromdichte hinter der Steuerlinse; 
Lage und Größe der Maximalwerte der Amplituden werden an- 
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